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Nota. Esta apresentacédo é baseada nas aulas ministradas pelo autor na disciplina de Investigacao
Operacional Il (10 Il), do curso de Matematica Aplicada a Economia e a Gestdo (MAEG). No
entanto, alguns aspectos constantes deste texto, nomeadamente alguns desenvolvimentos
adicionais nos jogos de n-Pessoas (n>2), ndo sdo apresentados nas aulas da disciplina e podem
ser retirados sem qualquer perda de generalidade

Manuel Ramalhete
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1. Introducéo

Origem. A Teoria dos Jogos foi iniciada por J. Von Neuman, matematico, considerado o seu respectivo pai. Em
1944, juntamente com o economista Oskar Morgenstern, publicou o livro basico Theory of Games and Economic
Behavior, considerado obra basica na matéria e com grande repercussao na altura, pelas perspectivas que abria ao
conhecimento cientifico.

Objecto - Analise formal da iteracdo estratégica entre individuos, ou grupos de individuos, que se comportam
racionalmente em situacées em que interagem entre si, em competicAo ou em cooperacdo. Assim, na teoria dos
jogos é analisado o comportamento dos jogadores cujas decisdes sao interdependentes e determinam o resultado
para cada jogador.

Obs. Jogos em que intervém apenas um jogador, ou em que intervém varios jogadores, mas o resultado ndo resulta
do comportamento dos jogadores, mas apenas do acaso, ndo sao jogos estratégicos e, por isso, ndo sao objecto da
Teoria dos Jogos. Por exemplo, jogos puros de sorte e azar. Por exemplo, dois jogadores, A e B, lancam
simultaneamente uma moeda ao ar, ganhando o jogador A 1€ se o resultado nas duas moedas for igual (duas caras
ou duas coroas) e perde 1€ se o resultado for diferente (cara e coroa ou coroa e cara). Os Jogos de sorte e azar sdo
tratados pela Teoria das Probabilidades e sdo também chamados Jogos Estatisticos.

Jogo — conjunto de regras que governam o comportamento de dado niamero de individuos, ou grupos, denominados
jogadores. E um modelo formal simplificado de uma situacdo em que varios jogadores interagem racionalmente numa
situacao de competicéo (conflito e/ou cooperacgéao).

Obsl1. O modelo formaliza uma situacdo de conflito, ou competicdo, total ou parcial, ou parceria entre diversos
jogadores, podendo ou ndo ocorrer cooperacgao.

Obs2. Jogo é diferente de partida, embora por vezes os dois conceitos sejam usados com 0 mesmo sentido. Cada
vez que se concretiza um jogo, desde o inicio até ao fim, faz-se (joga-se) uma partida.

Jogadores — participantes no jogo. Um jogador pode ser um individuo ou um grupo de individuos (empresa, partido,
equipa, etc.).
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Lances — Elementos constitutivos (componentes) do jogo. As regras do jogo definem a sucesséo dos lances e a
caracteristica de cada lance.

Lance Pessoal — E um acto em que o jogador escolhe entre varias alternativas.
Lance Aleatorio — E um acto em que a escolha é feita de acordo com um mecanismo aleatorio.

Estratégia — Plano que especifica e descreve as escolhas do jogador em cada situag¢do durante a partida
Obs. Muitas vezes a estratégia coincide com um lance.

Resultado do jogo — fungdo que especifica o0 proveito, ou custo, ou genericamente utilidade, em resultado das
estratégias dos jogadores. Também se designa por fungédo de Payoff.

2. Classificacéo dos Jogos
* Quanto ao n° de jogadores: Jogos de 2-Pessoas e Jogos de n-Pessoas (n>2).

* Quanto ao n° de lances ou de estratégias: Jogos Finitos, quando o n° de lances e/ou de alternativas é finito, e
Jogos Infinitos, no caso contrario.

* Quanto a informacao: Jogos de Informacdo Completa ou perfeita, quando os jogadores tém conhecimento das
escolhas efectuadas até essa altura, e jogos de Informacdo Incompleta ou imperfeita, no caso contrario. Os
jogos de informacédo incompleta sdo também designados por Jogos Bayesianos. Os leildes constituem exemplos
comuns de jogos de informacéo incompleta.

* Quanto ao tipo de movimento: Jogos Estaticos, ou de movimento simultdneo, e Jogos Dinamicos, ou
sequenciais, de movimentos sucessivos. Os jogos dinamicos sdo habitualmente representados através de uma
arvore (tal como é definida na Teoria dos Grafos).
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* Quanto ao resultado, em termos em termos de valor (proveito ou custo), associado as decisdes dos jogadores:

« Jogos de Soma Nula, quando o ganho total dos jogadores para cada combinacdo de estratégias € nulo
(no caso de dois jogadores o0 que um ganha € igual ao que o outro perde);

+ Jogos de Soma Constante, quando o ganho total a repartir pelos jogadores € sempre igual para
qualquer combinacdo de estratégias (por exemplo, no caso de um duopdlio se a quota de mercado a
repartir pelos dois competidores ndo se alterar);

+ Jogos de Soma Nao-Constante, nos casos contrarios.

Obs. O exemplo mais conhecido de um jogo de duas pessoas de soma ndo constante é o Dilema do Prisioneiro
(apresentado e analisado mais a frente).

* Quanto a relagéo entre os jogadores: Jogos N&do-Cooperativos, onde ndo existe associagdo nem colaboracao
entre os jogadores e Jogos Cooperativos, onde esse tipo de relacdo pode existir, formando-se coalizdes.

De forma sintética, num jogo tem-se:

+ Jogadores (n): P4, Py ...P,

« Estratégias : §1 — conjunto das estratégias do jogador Py
SZ — conjunto das estratégias do jogador P5;

S, — conjunto das estratégias do jogador P,;

* Funcédo de Ganhos (Payoff) dos jogadores: Lq, L, ... L,, (fungdo das estratégias dos jogadores);

« Jogo: J(P1,...,Py; S1,.,Sn; L1,..., Ly)
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3. Nota Historica

E relativamente consensual nos meios académicos que a moderna Teoria dos Jogos tera comecado em meados da
década de 40, mais concretamente em 1944, com a publicacdo por John von Neumann e Oskar Morgenstern da
obra Theory of Games and Economic Behavior. Poucos anos mais tarde (1950-53). John Forbes Nash viria a definir
a metodologia conceptual e de analise, sobretudo nos jogos ndo-cooperativos, que ainda hoje vigora.

No entanto, importa referir que muitas das ideias que hoje constituem o corpo da teoria dos jogos tém surgido ao
longo da Historia, desde os tempos biblicos, e aplicados aos mais diversos contextos, sociais, econémicos, militares,
politicos, filosoficos, etc.

Ainda antes de Cristo (500 A.C.), podemos encontrar no livro Babilénico Talmud, que contém a compilacdo das
antigas leis e tradicdes e serve de base para a religido, leis judiciais e leis criminais judaicas, referéncias ao
problema do contrato de casamento e da distribuicdo das herancas. Como veremos, este problema viria a ser
clarificado nos anos oitenta através da teoria dos jogos cooperativos pelos matematicos Robert Aumann e M.
Mascheler, o primeiro dos quais viria a ser nobel da economia em 2005.

No século XVIII (1713), James Waldergrave, em correspondéncia dirigida a Nicolas Bernoulli, descreve a primeira
solucdo conhecida de equilibrio em estratégias mistas para um jogo de duas pessoas, utilizando a andlise de um
jogo de cartas chamado “Herr”.

No século XIX (1838), o economista francés Augustin Cournot apresenta e discute o caso especial do Duopdlio
(duopdlio a Cournot), onde utiliza o conceito de equilibrio que é uma versao restrita do conceito de Equilibrio de
Nash.

No principio do século XX (1913), o matematico aleméo Ernst Zermelo publica o 1° teorema matematico da Teoria
dos Jogos, onde afirma que o jogo de xadrez é estritamente determinado, isto é, em cada etapa do jogo pelo menos
um dos jogadores tem uma estratégia a disposicao que lhe dara a vitéria ou conduzird ao empate.
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Nos anos vinte do século passado, outro grande matematico, Emile Borel reinventou as solu¢cdes minimax e
publicou quarto artigos sobre jogos estratégicos. Segundo ele, a economia e a guerra podiam ser estudadas de
forma semelhante.

Em 1928, Jonh von Neumann demonstrou que todo o jogo de duas pessoas, finito e de soma zero, possui uma
solucdo em estratégias mistas. A demonstracdo, que usava topologia e andlise funcional, era muito dificil de
acompanhar, mas em 1937 forneceu outra demonstracdo baseada no teorema do ponto fixo de Brouwer. Jonh
Nash viria mais tarde também a utilizar o ponto fixo de Brouwer para demonstrar com toda a generalidade o
equilibrio com o0 seu home em estratégias mistas. De inicio, a Teoria dos Jogos chamou pouco a aten¢do no mundo
cientifico, no entanto, os trabalhos de von Neumann mudaram esta situacao.

Em 1944, como se disse, John von Neumann e Oskar Morgenstern publicaram a obra bésica ja referida e que
marca o inicio da moderna teoria dos Jogos.

Em 1950 o Dilema do Prisioneiro foi originalmente formulado por Merrill Flood e Melvin Dresher enguanto
trabalhavam na RAND Corporation, USA. Mais tarde, Albert W. Tucker fez a sua formalizacdo com o tema da pena
de prisédo e deu ao problema geral esse home especifico, e apresentou-o numa conferéncia de psicologos.

Em 1950-53, John Nash publicou quatro artigos importantes para a teoria dos jogos nao-cooperativos e para a
teoria da barganha (bargain). Em Equilibrium Points in n-Person Games e Non-cooperative Games, Nash provou a
existéncia de um equilibrio de estratégias mistas para jogos nao-cooperativos, designado por Equilibrio de Nash, e
sugeriu uma abordagem de estudo dos jogos cooperativos através da sua reducdo para a forma ndo-cooperativa.
Nos artigos The Bargain Problem e Two-Person Cooperative Games, criou a teoria de barganha e provou a
existéncia de solucdo para o problema da barganha de Nash. Como se disse, estes artigos seriam fundamentais
para definir a metodologia conceptual e de analise, sobretudo nos jogos nao-cooperativos, que ainda hoje vigora.

Em 1994, John Nash, John Harsanyi e Reinhart Selten recebem da Academia Sueca o Prémio Nobel da Economia
pelos seus contributos para a Teoria dos Jogos.
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Em 2005, Robert John Aumann e Thomas Crombie Shelling recebem também o Prémio Nobel da Economia pelos
seus trabalhos sobre Teoria dos Jogos.

Em 2012, o Prémio Nobel da Economia volta a ser atribuido a investigadores na area da teoria dos Jogos, tendo
sido galardoados Lloyd Shapley (falaremos deste nome a propdsito dos jogos cooperativos e da solucdo com o
seu nome) e Alvin Roth.

A Teoria dos Jogos € hoje aplicada em muitas areas da actividade humana, e ndo apenas na actividade
econdmica, que esteve na sua origem com o trabalho basico de von Neumann e O. Morgenstern. Os exemplos
nas areas da economia e da gestdo sdo abundantes, e seréo referidos alguns exemplos ao longo do texto. Mas
existem alguns exemplos marcantes noutras areas, dos quais se destacam:

Na area Politica, Em 1954 foi utilizada a teoria dos Jogos para determinar o peso dos membros do
Conselho de Seguranca da ONU;

Em 1954-55, Rofus Isaacs aplicou a teoria dos Jogos para resolver Jogos Militares;

Em 1955, foi feita uma aplicacdo a Filosofia, a 12, por R. B. Braithwaite e publicado o livro Theory Of
Games as a Tool for the Moral Philisopher;

Em 1985, Robert Aumann e M. Mascheler publicam, no Journal of Economic Ttheory, um artigo célebre,
Game Theoretic Analysis of Bankruptcy Problem from the Talmud, onde anunciavam que tinham
desvendado um dos mistérios do Talmud, e sugerindo que ndo havia erros nem inconsisténcias na
resposta do Talmud. Provaram que a solucdo do Talmud para o problema da heranca decorrente do
contrato de casamento correspondia ao nucléolo de um jogo cooperativo adequadamente definido.

10
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4. Exemplos

Exemplo 1. A Alice e a Laura tém ambas duas moedas, uma moeda de 1€ e outra de 2€. Cada uma vai escolher uma
das moedas e mostra-la em simultaneo. Se forem iguais, a Alice fica com as duas; se forem diferentes, serdo as duas
para a Laura.

Representacdo Bi-matricial (2 jogadores) do Jogo:

E1l Laura E2
El (+1; -1) (-1; +1) Matriz de ganhos dos dois jogadores;
Alice Jogo de duas pessoas de soma nula, estatico, finito, ndo-cooperativo, com
informacao completa;

2| (2;+2) | +2; -2

Como o0 jogo é de soma nula, pode apresentar-se apenas a matriz de um dos jogadores, por exemplo da Alice —
jogador-linha — visto que os ganhos de um sé&o iguais as perdas (simétrico dos ganhos) do outro. Representagéo
Matricial dos ganhos da Alice (perdas da Laura):

E1l Laura E2
El +1 -1 Matriz de ganhos do Jogador 1, ou jogador-linha (Alice)
Alice Matriz de perdas do jogador 2, ou Jogador-coluna (Laura)
E2 -2 +2

A Representacdo na forma Normal ou Estratégica:

Jogadores: Alice (jogador 1) e Laura (jogador 2): {Alice, Laura}
Estratégias: Mostrar a moeda de 1€ (E1) e mostrar a moeda de 2€ (E2): {E1; E2} = {1€; 2€} para cada jogador;
Funcéo de Ganhos:

Li(1;1)=+1;L4(2;1)=-2 L4(1;2)=-1 L(2,2)=+2

L,(1;1)=-1 L(2;1)=+2; Ly(1;2)=+1 Lp(2;2)=-2
11
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Exemplo 2. No periodo das 20:00 horas as 21:00 horas, duas estacfes televisivas (TV1 e TV2) disputam uma
audiéncia de 100 milhdes de espectadores. As duas estacdes tém de anunciar em simultdneo que programa vao
exibir nesse periodo. As escolhas possiveis para cada estacdo de TV e 0 numero respectivo de espectadores para

cada escolha sao (representacao bi-maticial):

Matrizes de ganhos dos 2 jogadores;
_mm Jogo de duas pessoas de soma constante, estatico, finito,
(35; 65) (15, 85) (60; 40) ndo-cooperativo, com informacao completa.

(45; 55) (58; 42) (50; 50)
(38; 62) (14; 86) (70; 30)

Como o jogo é de soma constante, pode apresentar-se apenas a matriz de um dos jogadores, por exemplo TV1 —
jogador-linha — visto que os ganhos de um sao iguais a constante menos os ganhos do outro (representacéo

matricial do jogador 1):

Matriz de ganhos do jogador 1, ou jogador-linha (TV1)

Wes(1) 35 15 60
TV1 Nov(2) 45 58 50
Com(3) 38 14 70

Exemplo 3 (Dilema do prisioneiro). Dois individuos suspeitos, A e B, foram seguidos pela policia e capturados na
posse de uma grande quantidade de notas falsas, o que por si da uma pena de prisdo de 1 ano. No entanto, existem
fortes suspeitas de que os mesmos facam parte da direccdo que lidera uma rede para produzir as notas falsas.
Foram apresentados ao juiz que considera prova suficiente se houver a confissdo de um deles no envolvimento da
producdo. Neste caso a pena normal € de 12 anos. No interrogatério o Juiz diz a cada um dos prisioneiros o
seguinte: “Se apenas vocé confessar e testemunhar contra o seu parceiro, ficara livre e o seu parceiro terd uma
pena (normal) de 12 anos de prisdo. Isto €, em troca da sua colaboracdo, anulo-lhe a pena. Mas se confessarem

ambos, a pena € apenas reduzida para 5 anos.
12
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Matrizes de ganhos dos dois jogadores;

Prisioneiro B Jogo de duas pessoas de soma nao-constante, estético,

TR i com informagéo completa
Cones (5,9 (0,42

Nego (-12; 0) (-1; -1)

Exemplo 4 (Jogo da poluigédo). Considerem-se duas siderurgias, uma nacional e outra externa, com duas
estratégias cada uma, montar um equipamento que permite produzir com baixa poluicdo ou nao montar esse
equipamento. Os lucros obtidos em cada caso constam do quadro abaixo, e dependem para cada empresa da sua

estratégia e da estratégia do seu concorrente:

| siderurgiaNacional _ .
Matrizes de ganhos dos dois jogadores;

O Baixa Pol. Alta Pol. .
Baixa Poluicio  A(100; 100) B(-30; 120) Jogo de duas pessoas de soma ndo-constante,
LU Balxa Folleao - o estatico com informag&o completa.

FENETEN Alta Poluicio  C(120; -30)  D(100; 100)

13
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5. Jogos de Duas Pessoas (2-Pessoas) de Soma Nula
Caracteristicas dos Jogos de duas pessoas de soma nula:
» Dois jogadores, Jogador-linha e Jogador-coluna;

* O Jogador-linha deve escolher 1 de entre m estratégias. Ao mesmo tempo, o Jogador-coluna deve escolher 1
de entre n estratégias;

* Quando o jogador-linha escolhe a i-ésima estratégia e o jogador-coluna escolhe a j-ésima estratégia, o
jogador-linha recebe (ganha) o valor a;; e o jogador-coluna perde igual montante (ganha —a;;).

Representacao matricial do Jogo

Jogador Coluna Matriz de ganhos do jogador-linha
. Matriz de perdas do jogador-coluna
Estudl .., [ Est) .. FESt A soma dos ganhos dos dois jogadores para cada
Est.1 | 9u % in par de estratégias é nula.
) ) Dois jogadores com interesses conflituais. Neste
Jogador Linha Est. i i1 din jogo n&o ha cooperacéo possivel (o que um ganha

€ igual ao que o outro perde).
Neste caso o0 jogo diz-se estritamente competitivo.

Est. m Om1 .., Omj w. Gmn

Hipoteses basicas dos jogos de soma nula:

+ Cada jogador escolhe o melhor que pode, dado que o seu opositor sabe qual € a sua melhor estratégia (esta
hipotese deixa de ser valida se o jogo nao for de informacéo completa);

* Ambos os jogadores sao racionais. 14
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6. Solucédo de um Jogo de 2-Pessoas de Soma Nula
6. 1 Estratégias Puras
Exemplo 5. Considere-se um jogo de soma nula cuja matriz de ganhos do Jogador-linha é a seguinte:

Estratégias do Jogador Coluna

1 2 3 4 Mindalinha Max (Min da linha)
o 1 4 5 5 8 4
Estratégias do 6
Jogador Linha 2 6 Z 6 3 @
3|l 5 7 5 4 4
4 6 6 S 2 5
Méax da coluna ro8. 9
Min(Méx da coluna) @ @ Max (Min da linha) = Min(Max da coluna) =6 = a,; = az;

Se jogador-linha escolhe 1, jogador-coluna escolhe 1, perdendo este o minimo, e assim sucessivamente.

Igualmente, se jogador-coluna escolhe 1, o jogador-linha escolhe 2 ou 4, ganhando este o maximo, e assim
sucessivamente.

Sendo ambos racionais, jogador-linha escolhe 2 e o jogador-coluna escolhe 1 ou 3. Jogador-linha assegura 6,
maximizando o seu ganho minimo, e jogador-coluna perde 6, minimizando a sua perda maxima. O jogador-linha é o
jogador maximizante e o jogador-coluna € o jogador minimizante.

Quando existe equilibrio, como o descrito, diz-se que 0 jogo tem ponto de sela em estratégias puras. Neste caso tem
dois pontos de sela. O valor comum, 6, € o valor do jogo, ganho do jogador-linha e perda do jogador-coluna.

15
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O ponto de sela € um ponto de equilibrio, ou solucdo do jogo, pois nesse ponto nenhum jogador pode beneficiar de
uma mudanca unilateral de estratégia. Se existir mais do que um, tém todos o mesmo valor, isto €, existe
equivaléncia nos pontos de sela. Um jogo com ponto de sela com valor nulo € dito um jogo equitativo.

Um jogo de 2 pessoas, em que a uma se oferecem m alternativas e a outra n alternativas diz-se um Jogo
Rectangular. Cada alternativa € uma estratégia simples ou pura.

Genericamente, diz-se que 0 jogo tem ponto de sela em estratégiass puras quando existe um valor v (valor do
jogo), tal que
Max mina;; = Min max a;; = a;j, = v (2.1)
L ] ] l

Sendo v o valor recebido pelo jogador-linha (1) e o valor pago pelo jogador-coluna (2). O valor v o é melhor que 0s
dois jogadores conseguem, sendo i, estratégia Optima para o jogador 1, e j, a estratégia 6ptima para o jogador
2.

6. 2 Estratégias Mistas

Considere-se novamente exemplo 1, jogo das moedas envolvendo a Alice e a Laura, cuja matriz (ganhos da Alice)
é:

Laura Min da linha Méax (Min da linha)
El___E2
Alice E1[+1 | 1 1
E2 -2 +2 -2
Max da coluna +1 +2

Min(Méx da coluna) @

16



ISEG — CURSO DE MAEG 2019/20 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

Max mina;; = -1 < +1 = Min max a;;
Alids, é facill de provar que se tem sempre Max mina;; < Min maxa;; . Quando
i j j i
Max m_ina,-]- < Min max a;; diz-se que neste caso 0 jogo ndo tem ponto de sela (em estratégias
i j j i

puras).

Se a Alice optar pela estratégia 1, a Laura opta pela estratégia 2, o que leva a Alice a escolher a
estratégia 2, e assim sucessivamente. Isto €, neste jogo as estratégias ndo sdo estaveis, pois para
qualquer escolha ha um jogador que pode beneficiar trocando unilateralmente a sua estratégia. Neste
caso, 0 jogo apenas tem solucdo em estratégias mistas.

O valor do jogo, para cada jogador, é o valor esperado obtido com uma combinacdo de estratégias, em
que a cada estratégia € associada uma probabilidade, ou frequéncia, no caso de um processo repetitivo,
com que a mesma € escolhida.

Defina-se, para este exemplo, o seguinte:

x1 - probabilidade de a Alice utilizar a estratégia 1
x, - probabilidade de a Alice utilizar a estratégia 2
y1 - probabilidade de a Laura utilizar a estratégia 1
y, - probabilidade de a Laura utilizar a estratégia 2

sendo xq, X2, Y1, Y220, %1 +x; =1 € y;+y; = 1.

Um par (x1, x ) € uma estratégia mista (combinada ou aleatorizada) para a Alice. Similarmente, um par
(¥1, y2) € uma estratégia mista para a Laura. Genericamente, qualquer estratégia mista (x1, X2, ..., X;m)
para o jogador-linha € uma estratégia pura se algum x; é igual a 1.

17
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De igual forma para o jogador-coluna, se algum y; for igual a 1. Assim, uma estratégia pura € um caso particular de
uma estratégia mista em que o jogador escolhe sempre a mesma estratégia.

Para o Jogador-linha, jogador maximizante, este deve escolher valores para (x1, X3, ..., X;,) de modo a Maximizar o
seu Ganho Esperado, na hip6tese em que que o Jogador-coluna conhece também os valores de (x1, X3, ..., X;n)-

Um jogo de soma nula cuja matriz para um dos jogadores é uma matriz anti-simétrica (A = —A") é chamado um jogo
simétrico. Prova-se que um jogo simétrico tem valor nulo, e que uma estratégia 6ptima para um dos jogadores é
também estratégia 6ptima para o outro.

Exemplo. Um exemplo conhecido de jogo simétrico € o jogo de crian¢as designado por “jogo da tesoura, pedra e
papel” (scissors, stone and paper), em que cada jogador diz uma das trés palavras e ganha 1€ de acordo com a
seguinte regra: tesoura corta papel, papel cobre pedra e pedra parte tesoura. No caso de dizerem a mesma palavra
h& empate e ninguém ganha nada. Neste caso a matriz do jogo é a seguinte:

- Este jogo s6 tem ponto de equilibrio em estratégias mistas. Como o
0 +1 -1

valor do jogo é nulo, dado ser um jogo simétrico, 0 mesmo pode

= _ . :

(el ser obtido resolvendo o seguinte sistema:
Papel -1 0 +1 —X;+x3=20
Pedra +1 -1 0 1 “H 2
—X1 + X2 >0

x1+x2 +X3=1

. cuja solucéo se obtém facilmente: (1/3; 1/3; 1/3), com v = 0.
6.3 Solucao Grafica

Retome-se 0 exemplo 1. Seja (x4, x3) = (x, 1 — x) a estratégia mista da Alice.
Ganho Esperado da Alice (GEA) quando a Laura escolhe Estratégia 1 (L1): +(+Dx+ (-2)(1—x)=3x—-2
Ganho Esperado da Alice (GEA) quando a Laura escolhe Estratégia 2 (L2): (—Dx+H+2)1—x)=-3x+2

18
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Representacéo grafica:

A__C- Ganho esperado da Alice quando Laura escolhe mostrar 1€
DE - Ganho esperado da Alice quando Laura escolhe mostrar 2€

Uma vez que Laura conhece o valor de x, ela escolhe a estratégia (1€ ou 2€)

gue torna o ganho de Alice minimo. Isto €, o ganho esperado da Alice é dado
pela ordenada em ABE. Como a Alice pretende maximizar o seu ganho, ela

a1 C(1,1) escolhe x correspondente ao ponto B, isto &, na intersec¢do de AC com DE,
11 ou seja no ponto x = 2/3, que resulta da resolucédo da equagdo 3x — 2 =
—3x + 2
0 > x
A estratégia da Alice é entdo (xq, x2) = (x, 1 —x) = (2/3; 1/3), e 0 seu
E(1.-1) ganho esperado é zero.

Utilizando um raciocinio semelhante, podemos determinar a estratégia da
Laura, ou considerando a sua matriz de ganhos (a matriz da Alice multiplicada
por -1), ou utilizando a mesma matriz da Alice, mas considerando que Laura é
jogador minimizante. Utilizemos esta ultima alternativa.

A0,-2)

Seja (y1, ¥2) = (¥, 1 — y) a estratégia mista da Laura

Ganho Esperado da Alice (GEA)quando ela escolhe Estratégia 1 (A1) (e a Laura escolhe a estratégia (y, 1 — y)):
+Dy+ (DA -y)=2y -1
Ganho Esperado da Alice (GEA)quando ela escolhe Estratégia 2 (A2) (e a Laura escolhe a estratégia (y, 1 — y)):
(2)y+(H2)A-y)= —4y+2
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Representacao grafica; AC- Ganho esperado da Alice (perda da Laura) quando ela escolhe mostrar
1€
GEA Fig.2 DE- Ganho esperado da Alice (perda da Laura) quando ela escolhe mostrar

2€

Uma vez que Alice conhece o valor de Y, ela escolhe a estratégia (1€ ou 2€)
C(1,1) gue torna o seu ganho méaximo. Isto é, o ganho esperado da Alice é dado pela
coordenada em DBC. Como a Laura pretende minimizar o ganho da Alice, ela

escolhe y correspondente ao ponto B, isto é, na intersec¢do de AC com DE,

>4 ou seja no ponto y = 1/2, que resulta da resolugéo da equagdo 22y —1 =
—4y + 2
A estratégia da Laura é entdo (y1, ¥2) = (y, 1 —y) = (1/2; 1/2), e a sua
E(L-2) perda esperada (ganho da Alice) é zero.

O valor do Jogo (ganho da Alice= perda da Laura) é dado por v = (+1)*2/3 *1/2 + (-1)* )*2/3 *1/2+(-2)*1/3*1/2+(+2)*1/3*1/2=0

Esquematicamente, vem:

Estratégia mista da Alice Laura pode escolher Ganho Esperado da Alice (Perda da Laura)
x1<2/3 mostrar 2 € <0 (segmento AB na Fig.1)
X1 >2/3 mostrar 1 € <0 (segmento BE na Fig.1)

y1<1/2 mostrar 2 € >0 (segmento DB na Fig.2)
y1 >1/2 mostrar 1 € >0 (segmento BC na Fig.2)
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Exercicio 2
| 30 | 40 [ 36
| 60 | 10 [ 36

Maxmin = 30 # 36 = Minmax

Ganho esperado Jogador 1 quando Jogador 2 utiliza Estratégial: 30x + 60(1 —x) = —-30x+ 60
Ganho esperado Jogador 1 quando Jogador 2 utiliza Estratégia2: 40x + 10(1 — x) = 30x + 10

Ganho esperado Jogador 1 quando Jogador 2 utiliza Estratégia3: 36x + 36(1 —x) = 36

4+ Ganho do Jogador 1

60

-30x + 60 =30x + 10
5

6

X =

Jogador 2 elimina a estratégia 3, pois nunca é
! utilizada; Jogador 1 utiliza Estratégial com

[ > probabilidade 5/6 e Estratégia 2 com

o x probabilidade 1/6
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Exercicio 2 (Estratégia 3 foi eliminada)

EXEN
60 | 10

Maxmin = 30 # 40 = Minmax

Ganho esperado Jogador 1 quando ele utiliza Estratégia 1: 30y + 40(1 —y) = —10y + 40

Ganho esperado Jogador 1 quando ele utiliza Estratégia 2: 60y + 10(1 —y) = 50y + 10

4+ Ganho do Jogador 1
60 , -10y +40 =50y + 10

5 1
i =2

40 —

30 —

10— i Jogador 2 utiliza Estratégia 1 com probabilidade
! 0,5 e Estratégia 2 com probabilidade 0,5
l >
| y

1/2 1
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7. Programacéo Linear e Jogos de Soma Nula

Quando o n° de estratégias que cada jogador pode escolher é superior a dois, a representacdo gréafica deixa de ser
possivel. No entanto, para o Jogador-linha, a solugdo do jogo pode ser encontrada através da Programacéo Linear,
resolvendo o seguinte problema:

Max{min(XiZq @iy xi, .., XiZg inXi)}
13

1% =1 (2.2)
x;=20,i=1,2,...m

Fazendo v = min(X", aj1xi, ..., Y4 Qinx;), Sabe-se que

m m
Z apXx; =0, ,Z AinX;i =V

i=1 i=1

Entdo, o problema anterior pode transformar-se no problema de PL a seguir, em que se pretende determinar v, x4,
X2, e, X+

Maxz=v
s.a.
_Zﬁl ai]-xi +v<0
iz X =1 (2.3)
viivre;x; 2 0;i=1,2,...m; j=1,2,..,n (m+ 1variaveis en + 1restrigoes)
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O valor de v, sendo o minimo que o jogador-linha espera receber, serd uma base (floor) para o seu ganho

Para o Jogador-coluna procede-se de modo semelhante:

IVIyi_n{ max( Z}Ll A1jYjs -e» 2}21 amjyj)}
J
yi=20,j=12,..,n

Fazendo w = max(}j_q @y;Yj, -, 2j=1 QmjY; ), Sabe-se que

n n

Z ayyi = w, Z AnjYi =W

j=1 j=1
vindo entdo para o Jogador-coluna o seguinte problema de PL, em que se pretende determinar w, ¥4, ¥2, .-, ¥Yn

Minz=w
s.a.:
—2j=1ayjtw=0
Z}lﬂ yi=1 (25)
w livre; yi=0i=12.,m;j=12,..,n (n+ 1 variaveis e m + 1 restricoes)
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O valor de w, sendo o maximo que o jogador coluna espera perder, sera um tecto (ceiling) para a sua perda.

E facil de verificar que (2.5) é o dual de (2.3), e que a resolucdo de um dos problemas permite obter as estratégias
Optimas para ambos os jogadores, dadas pelas solu¢des primal e dual. Essa garantia € dada pelo Teorema fundamental
da Teoria dos Jogos.

Designando por E(X,Y) o ganho esperado do jogador-linha quando ele utiliza a estratégia X = (x4, X2, ...,X;, ) € O
jogador-coluna utiliza a estratégia Y = (y4, Y2, ..., Yn), € por A = [a,-]-] a matriz, mxn, de ganhos do jogador linha, tem-
se entéo:

m n
E(X,Y) = z Z a; x;y; = XAY" (2.6)
i

Se para algum X* = (x3, X3, ... Xy, ) € algum Y* = (y3, 3, ...Yn) Se verifica a condicdo
E(X,Y") < EX*,Y") <E(X"Y)

Quaisquer que sejam X e Y,entdo X* e Y* sdo estratégias Optimas para o Jogador-linha e Jogador-coluna,
respectivamente, e o par (X*,Y*) uma solucdo do jogo e E(X*,Y*) o seu valor. O par (X*,Y*) constitui um ponto de sela
da funcédo E(X,Y), e diz-se que o jogo tem ponto de sela em estratégias mistas. Esta solucdo é obtida resolvendo o
problema de PL atrds, e este tem sempre solu¢do Optima, de acordo com o teorema fundamental, ou teorema do
Minimax de Von Neumann.

Também nos jogos em que existem estratégias mistas, prova-se facilmente que
M)%lx myin EX)Y) < Myin max E(X)Y)

Apresenta-se agora o teorema fundamental da Teoria dos Jogos, ou Teorema do Minimax, devido a John von Neumann.
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Teorema fundamental da Teoria do dos Jogos. Num jogo de duas pessoas de soma nula existe sempre solucdo em
estratégias mistas, o que que significa que existem estratégias mistas, X* = (x7, x5,...x;,) € Y=
(¥1, ¥2, --Yn ), parao primeiro e segundo jogador, respectivamente, tal que

E(X, V") <v=EX,Y)<EXY) 2.7)

Este teorema permite ainda concluir que M)%lx m}'n E(X,)Y) = Myin max EX)Y)

A demonstracao deste teorema pode fazer-se notando que (2.5) tem sempre solucao limitada, isto €, o conjunto das
solugcBes admissiveis € ndo vazio e € um poliedro convexo, e utilizando os resultados da dualidade.

Exemplo 6 (Jogo conhecido por Morra, muito difundido entre os italianos). Dois jogadores jogam um jogo que consiste
em levantar simultaneamente um ou dois dedos. Cada jogador quando levanta os dedos deve anunciar
simultaneamente o n° de dedos que palpita (prevé) que o seu adversério vai levantar. Se nenhum ou ambos adivinham
os dedos levantados pelo adverséario, entdo o jogo fica empatado. Nos outros casos, 0 jogador que adivinha
correctamente ganha (perda do adversario) uma soma em euros correspondente ao total dos dedos levantados pelos
dois jogadores.

A matriz de ganhos d
o0 jogador 1, jogador-linha, é a seguinte:

—mmmm

(1; 1) 0 2 -3 0
(1; 2) -2 0 0 3
(2;1) 3 0 0 -4
(2;2) 0 -3 4 0
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Este jogo, como se verifica, ndo tem ponto de sela em estratégias puras, pois

Max mina;; = -2 < +2 = Min max a;;. O modelo de PL para determinar as estratégias optimas € o seguinte:
L ] ] i

( Max v

+0x; +2x, —3x3+0x, +v <0

—2x1 +0x; +0x3+3x, +v <0

{+3x1 +0x; +0x3 —4x, +v <0

+0x; —3x, +4x3+0x, +v <0
X1 +xy+x3+x4=1

L x; = 0,v livre

Para contornar a restricdo de sinal de v, que é uma variavel livre, podemos somar a todos os elementos da matriz
original (da pagina anterior) o simétrico do seu minimo, isto é, +4, e v passa a ser também uma variavel ndo negativa,
como exige a aplicacao do algoritmo do simplex. Alternativamente, como este jogo € simétrico, o seu valor v € nulo,
podendo esta variavel ser assumida ndo negativa no processo de resolucao pelo simplex.

A solucé@o encontrada para o primal é: x; = 0; x3=0,6; x3 =0,4; x; = 0; v* = 0. Ou seja, o jogador 1 deve utilizar
com probabilidade 0,6 a estratégia 2 (levantar um dedo e prever 2 dedos no opositor) e com probabilidade 0,4 a
estratégia 3 (levantar 2 dedos e prever 1 dedo para o0 opositor), e com isso 0 seu resultado esperado é igual a zero. Se
0 jogo se repetir, devera utilizar 60% das vezes a estratégia 2 e 40% das vezes a estratégia 3, embora nunca
informando o opositor, das suas intengdes, isto é, qual a estratégia concreta que vai utilizar em cada experiéncia.

A solucdo do dual é: y; =0;y,=0,6; y3=0,4; y, =0; w* =0, isto é, a estratégia 6ptima do jogador coluna é
semelhante a do jogador linha. Trata-se de um jogo equitativo, pois o ganho esperado para cada jogador € nulo.
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8. Jogos de Duas pessoas de Soma Constante

E um jogo entre duas pessoas em que qualquer que seja a estratégia de cada jogador o ganho de um é diferente da
perda do outro, podendo ambos ganhar, ou perder, sendo, no entanto, a soma dos seus ganhos uma constante de

valor C.

Desde logo se verifica que os jogos de soma nula sdo um caso particular dos jogos de soma constante, caso em que a
constante é zero.

Tal como no jogo de duas pessoas de soma nula, continua a haver conflito entre os jogadores, ndo sendo possivel a
cooperacdo, uma vez que o ganho adicional de uma unidade de qualquer deles ira traduzir-se numa reducao de igual
montante no ganho do seu opositor.

Em geral, as estratégias optimas e o valor do jogo para os dois jogadores podem ser encontrados pelos mesmos
métodos utilizados para determinar as estratégias optimas e o valor do jogo para o0s jogos de duas pessoas de soma
nula. Por isso ndo serdo objecto de tratamento especial. De notar que o valor do jogo para cada um dos jogadores é a
constante menos o valor do jogo para o adversario.

Retome-se a matriz de ganhos do Jogador-linha (TV1) do exemplo 2:

—mm Min da linha ~ Méx (Min da linha)
Wes(1) 35 15 15

V1 Nov(2) 45 58 50 45
Com(3) 38 14 70 14

Max da linha 45 58 70

Min da coluna
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Neste caso Max mina;; = Min max a;j = a;; = 45. Este jogo tem ponto de sela em estratégias puras. O
4 ] ] i
valor do jogo para a TV1 é 45 e para a TV2 é 55 (100-45) milhGes de espectadores.

Exemplo 7. Duas companhias, A e B, em sistema de duopdlio, vendem 2 marcas de vacina para a gripe. Ambas as
companhias anunciam na radio, televisdo, jornais e através de brochuras pelo correio. Dependendo da eficacia da
campanha, cada companhia pode capturar ou perder quota de mercado da outra. Estima-se que a % de mercado da
companhia A para cada par de estratégias, sua e da companhia B, é a seguinte (%):

Empresa B
I S T T
Radio 50 52 47 50
EmpresaA TV 48 50 50 53
Jornais 53 50 50 46
Brochura 50 47 54 54

Note-se que € um jogo de soma constante, com a soma das quotas de mercado igual a 100%. A matriz de ganhos
da empresa B obtém-se subtraindo a matriz anterior da matriz, da mesma ordem, cujos elementos sé&o 100.

Neste caso Max mina;; = a; =48 <52 = a;; = Min maxa;;, OU seja 0 jogo nao tem ponto de sela em
i j j i
estratégias puras. O modelo de PL para calcular a estratégia 6tptima da Empresa A € o seguinte:

( Max v
—50x; —482x, —53x3 — 50x, + v <0
—52x; —50x, —50x3 —47x, +v <0
{ —47x; — 50x, —50x3 — 54x, +v <0
—50x; —53x, —46x3 —54x, +v <0
X1 +txp,+x3+x,=1
L x;=20v =0
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Neste caso, verifica-se que v, 0 valor do jogo para a empresa A, é sempre nao negativo (alias, € uma quota de
mercado), pelo que o valor assumido por esta variavel é ndo negativo. A resolucao, através do simplex, indica que
a empresa A deve dedicar 60% do seu esforco (orcamento) através da TV (estratégia 2) e 40% através dos jornais
(estratégia 3), sendo o valor do jogo para ela, isto €, a quota de mercado esperada, igual a 50%.

Também aqui a solucao do dual pode ser utilizada para indicar a estratégia 6ptima da Empresa B, que neste caso
€ semelhante, isto €, 60% via TV e 40% através dos jornais. Se resolvermos apenas o problema primal, o valor do
jogo para a Empresa B deve ser a constante (100%) menos o valor da funcéo objectivo do primal (50%), havendo
neste caso coincidéncia. A resolucdo directa do problema da empresa B da, evidentemente, os mesmos
resultados.

9. Estratégias Dominadas

Considere-se o Exemplo 8:

J. Coluna

-EE Verifica-se que a estratégia 2 sera sempre preterida em relagdo a estratégia 3. Diz-se

entdo que a estratégia 2 € dominada pela estratégia 3. De igual modo a estratégia 2 é

e L dominada pela estratégia 4, tal como a estratégia 1 é dominada, quer pela estratégia 3

J.Linha E2 -15 0 quer pela estratégia 4. Deste modo, as estratégias 1 e 2 podem em ser eliminadas,
ficando entdo a matriz:

E3 05 O
% g . J. Coluna Solucéo, obtida graficamente:
El * 2 * 1. * 2 * 1
ECEEE
. El 05 O 1
J. Linha valor do jogo para o Jogador linha, v = =
2 0 1 3
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Em geral, uma estratégia diz-se dominante para um jogador se ela é a melhor para esse jogador independemente
da estratégia do outro jogador. Para um jogo de duas pessoas, em que o jogador-linha dispbe das estratégia

S1, ) Sk -, S1, -, Sm, diz-se que a estratégia S§; € dominada pela estratégia s, se independentemente da
estratégia do adversario se verifica a; > aj;, e ai; > a;; em pelo menos um j, qualquer que seja j = 1...,n, em que
[a;j], comi=1,..,m e j=1..,n, éamatriz de ganhos do jogador linha. Quando ay; > a,;, para todo j =
1 ..., n, diz-se que a estrtégia s; é dominada estritamente pela estratégia Si. Assim, Sy € estritamente melhor do
qgue §;. Mutatis mutantis, para o jogador coluna.

No caso geral de um jogo de n-Pessoas, de soma constante ou ndo constante, sejam §41, So,....8, 0 conjunto
das estratégias e Lq, L, ...L,, o conjunto da fungdes de ganhos dos jogadores 1, 2,... n, respectivamente, e

S{‘, sé € §;, duas estratégias admissiveis para o jogador i. A estratégia s% € estritamente dominada pela

estratégia s{‘ se

k l
Li(Sl, - Si—1,8i,Si+1, ...,Sn) > Li(Sl, - Si—1,SiSi+1 ...,Sn)
(2.8)

paratodo 0Sq{ € 81....5i_1 € Si_1, Siz1€ Si+1,-, S € S,

Por outro lado, estratégia s% é fracamente dominada pela estratégia sf se

K ! N
Li(sy, - Si-1,5i,Si+1,->Sn) 2 Li(S1, - Si~1,Si Sit1, -, Sn) (ndo todos =)
(2.9)

paratodo 0s; € §1....5;-1 € Si_1, Si4+1 € Siz1,--,Sn € S,
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10. Jogos de Duas Pessoas de Soma Nao-Constante

Enquanto nos jogos de 2-Pessoas de soma constante a cooperacdo esta sempre afastada, neste caso isso ndo é
necessariamente verdade, podendo a eventual cooperacdo possibilitar melhores resultados para ambos os
jogadores. Isto acontece em muitas situagfes, nomeadamente econdémicas, pois a concorréncia nem sempre implica
um conflito total, podendo haver criagdo ou destruicdo de valor no processo concorrencial. Por isso podemos ter um
ponto de equilibrio (ou solugdo do jogo) ndo cooperativo, ou uma solugdo resultante da cooperagdo entre 0s
jogadores. O dilema do prisioneiro, o exemplo mais famoso dos jogos de 2-Pessoas de soma ndo constante, ilustra
bem este aspecto.

Dilema do Prisioneiro) (exemplo 3)

Pris 2 Verifica-se claramente que a estratégia Nego (N) é (estritamente)

dominada pela estratégia Confesso (C). Nao havendo cooperacao

- entre os jogadores (combinacdo prévia entre os prisioneiros), cada

prig 1 Confesso (-5; -5) (0; -12) um, se for raciqnal, deve es~colher.a estratégia Confesso. O pont.o’ ((;;
' C) = (-5; -5) € uma solucédo do jogo, sendo um ponto de equilibrio
Nego (-12;0) (-1;-1) nao-cooperativo, neste caso o Unico. Como cada jogador escolhe a

estratégia Confesso independentemente da escolha do opositor, esta
estratégia € dominante, para ambos, e o ponto de equilibrio chama-se
Equilibrio Dominante. Para um jogador, uma estratégia dominante é
a melhor estratégia independentemente da acdao tomada pela outra
parte.

Claro que seria melhor para os prisioneiros negarem ambos, mas isso pressupunha cooperacao entre eles, e seria
um equilibrio cooperativo. O resultado significativo neste caso € que ambos 0s prisioneiros ao agirem no interesse
préprio e confessarem acabam por apanhar penas mais severas.

Se 0 jogo se repetisse indefinidamente, a solucdo seria ambos negarem; mas se iSso ndo acontecer, isto é, o jogo for
finito, cada um deles é tentado a confessar, para tirar vantagem dessa situacao, e retorna-se ao ponto de equilibrio
anterior, (C; C). A ndo ser que algum seja altruista (estamos a pressupor ser racional). 32
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Este tipo de situacdo conduz-nos a um conceito mais geral de equilibrio, que € ponto de equilibrio de Nash, devido a
John F. Nash, um matematico que ganhou o prémio Nobel da Economia pelos seus trabalhos na area da Teoria dos
Jogos.

Definicdo. Tal como nos jogos de duas pessoas de soma nula, a escolha da estratégia para cada jogador € um ponto
de equilibrio (de Nash) se nenhum jogador pode beneficiar através de uma troca unilateral de estratégia. Portanto,
todo o equilibrio dominante é ponto de Nash, mas a reciproca néo € verdadeira, como veremos mais a frente. O ponto
de sela é, evidentemente, ponto de equilibrio de Nash.

Na situagdo mais geral do mercado de concorréncia perfeita temos um equilibrio de Nash, ou equilibrio n&o-
cooperativo, em que cada empresa e consumidor tomam decisfes, considerando como dados os prec¢os de todos 0s
outros, e ninguém melhora se mudar de posi¢ao.

E facil de verificar que o ponto (N; N) = (-1; -1) ndo é um ponto de equilibrio, pois qualquer dos jogadores ganhava em
mudar de estratégia. Isto ilustra um aspecto particular do jogo tipo Dilema do Prisioneiro: se 0s jogadores cooperam
(combinam negar), entdo cada jogador pode beneficiar se trair o oponente (assumindo que este mantém a sua
estratégia). Devido & sua importancia tedrica, continuemos a caracterizar o dilema do prisioneiro, ja que todos 0s jogos
com esta estrutura sao designados como tal, em microeconomia e em teoria dos Jogos.

Ja vimos que num dilema do prisioneiro, se ambos sao tentados a trair, ficam piores do que se tivessem cooperado e,
por isso, caem no ponto (C; C) = (-5; -5). Esta anomalia nunca acontece num jogo de 2-Pessoas de soma nula. Em
geral, tem-se no Dilema do Prisioneiro a seguinte matriz:

Pris.2
- S — pena (agravada) por ter sido traido
Pris.1 Nao Coopero (P; P) (T:S) R — pena se ambos cooperarem
Coopero (s;T) (R; R) T — pena (perdoada) por ter traido

No dilema do prisioneiro tem-se T > R > P > S. Qualquer jogo de duas pessoas com esta caracteristica € chamado um

Dilema do Prisioneiro.
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Exemplo 9 (Batalha dos sexos). Um casal, Jodo (J) e Maria (M), desejam ir passear a noite. O Jodo prefere
assistir a um jogo de futebol, mas a Maria prefere ir ao cinema. Se forem ambos ao futebol, o Jodo tira maior prazer
do passeio que a Maria. Se ambos forem ao cinema, entdo a mulher tira maior satisfacdo do que o homem. Se cada
um for para seu lado, ficam ambos insatisfeitos. Considere-se a seguinte matriz com as respectivas medidas da
utilidade do Joao e da Maria:

Maria Verifica-se por simples inspecc¢éo que os pontos (F; F) = (10; 5) e (C; C) =
(5; 10) sédo pontos de equilibrio de Nash. Este exemplo tem dois pontos
de equilibrio. Este jogo ndo é um dilema do prisioneiro. Tem dois pontos de
Futebol (F) (10; 5) (0; 0) equilibrio, mas ndo sdo equivalentes (0 que ndo acontece nos jogos de
Cinema (C) (0; 0) (5; 10) soma nula). Neste caso, nenhuma das estratégias € dominante.

Futebol (F) Cinema (C)

Joao

. De um modo geral, o equilibrio de Nash é um resultado em que ambos os jogadores acreditam estar a fazer o
melhor que podem, dadas as acdes do adversario. O jogo estd em equilibrio quando nenhum jogador possui
incentivo para mudar suas escolhas, a menos que haja uma mudanca por parte do outro jogador. A principal
caracteristica que distingue um equilibrio de Nash de um equilibrio em estratégias dominantes é a dependéncia do
comportamento do oponente. Um equilibrio em estratégias dominantes ocorre quando cada jogador faz sua melhor
escolha, independente da escolha do outro jogador. Todo equilibrio em estratégias dominantes é um equilibrio de
Nash, porém, o contrario ndo é verdadeiro, como se viu no exemplo

No exemplo do jogo da poluicdo, indicado atras (exemplo 4), o ponto D*(100; 100) é um ponto de equilibrio de Nash.
Apesar do ponto A(100; 100) possibilitar o mesmo lucro a ambas as siderurgias, este nao é ponto de equilibrio.

Sid. Nacional

_ Baixa Poluicdo Alta Poluicdo Nesta situacdo, o equilibrio ndo-cooperativo, ou de

_ ' — Nash, diz-se néo eficiente. O Governo pode intervir,
Sid. Externa Baixa Poluigdo  A(100; 100) B(-30; 120) para corrigir a situacdo, forcando equilibrio
Alta Poluiggo C(120; -30) D*(100; 100) cooperativo em A (100; 100), onde os lucros até sao

0S Mesmos.
Neste caso as estratégias Alta Poluicdo sdo estratégias dominantes, cada uma dominante para cada jogador, tendo-

se um equilibrio dominante, embora gerando os mesmos resultados que o ponto A(100; 100). 34
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Este exemplo, em Economia, € um caso em que o mecanismo da chamada “mao invisivel” ndo funciona em beneficio
da sociedade como um todo, por isso se diz um equilibrio n&o eficiente, o que levou Paul A. Samuelson (Economics,
2005), a afirmar: “Quando os equilibrios de Nash se tornam perigosamente nédo eficientes, os governos podem tomar
medidas. Ao estabelecerem regulagfes eficientes ou penalidades pela poluigdo, ou talvez estabelecendo (eficientes)
direitos de propriedade, o governo pode induzir as empresas a deslocarem-se para o resultado A(100; 100), o mundo
de «baixa poluicdo/baixa poluicdo». Nesse equilibrio, as empresas tém o mesmo lucro que na situacdo de elevada
poluicdo, e 0 mundo serd um lugar mais saudavel para se viver”.

Exemplo 10 (Jogo da Rivalidade). Considere duas empresas, a Amazing e a Novolivro, tendo cada duas
estratégias, preco elevado e preco normal, e com a seguinte matriz de lucros:

Novolivro o _ ]
_— Neste caso o ponto de equilibrio (ndo-cooperativo) € o
_ ACECOECIN RS TUEIN  ponto D*(10; 10). Perante esta estrutura, a Autoridade da
Amazing Preco Elevado A(100; 200) B(-20; 150) Concorréncia deve assegurar que as empresas nao
cooperam, isto €, ndo se conluiem. Tem-se uma
Preco Normal C(150; -30) D*(10; 10)

estratégia dominante para a Amazing, mas ndo para a
Novolivro.

Exemplo 11. O Chefe de um departamento de uma empresa suspeita que um seu empregado utiliza o tempo de
servigo para participar em actividades ludicas na internet, e encara instituir um sistema de fiscalizag@o para o efeito.
As opcdes (estratégias) do empregado séo ir para internet Divertir-se (n&o trabalhar) (D) ou Trabalhar (T). Por sua
vez, as opc¢oes do chefe sdo Fiscalizar (F) o empregado ou Confiar (C) nele. A matriz de ganhos é a seguinte:

Empregado

D T Verifica-se que este jogo ndo tem ponto de equilibrio de Nash em estratégias
F (-2; 0) (-1; 1) puras. Tal como 0s jogos de soma nula ou constante, também este jogo tem
( ! ) ( ! ) sempre ponto de equilibrio em estratégias mistas. Este resultado € devido a Nash,

-4; 4 1; 1

gue apresentou a respectiva demonstracdo geral para um jogo de n-Pessoas.

Chefe

A solucao, deduzida a frente, é€: Chefe : (3/4; 1/4); Ganho Esperado = — 3/2; Empregado: (1/2; 1/2); Ganho Esperado
= +1. 35
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Exemplo 12. (Corrida aos armamentos - equilibrio de terror). Este exemplo formaliza, de forma qualitativa, os
resultados durante a chamada guerra fria, periodo no pés-guerra (22 guerra mundial) até fins dos anos oitenta, entre
os Estados Unidos da América (USA) e a antiga Unido Soviética (URSS), as duas principais poténcias de entéo e
gue polarizavam o grande “conflito” ideolégico da altura, e que se traduzia por um reforco dos equipamentos
militares por parte destes dois paises. Considera-se que no caso de ambos 0s paises continuarem a reforcar o seu
ja poderoso aparelho militar (incluido nuclear) existe risco para ambos os paises (esteve eminente na crise dos
misseis de Cuba, por exemplo), devido a eventuais tentacdes dominadores decorrentes dos arsenais disponiveis.
Se apenas um deles optar pelo reforgo militar, esse fica mais forte e mais seguro, enquanto o opositor fica em risco
e mais fraco. Se ambos néo se reforgarem, ou até reduzirem, eles, e o mundo, ficam obviamente mais seguros. A
matriz de resultados é a seguinte:

URSS
Y T
USA AR A*(Risco; Risco) B(Seguro e Forte; Risco e Fraco)
DA C(Risco e Fraco; Seguro e Forte) D(Seguro; Seguro)

Verifica-se que o Ponto de Equilibrio (Ndo-Cooperativo) é o ponto A*(Risco; Risco). E um equilibrio em estratégias
dominantes. Qualquer que seja a estratégia do adversario, qualquer um deles prefere a estratégia de corrida aos
armamentos, pois a alternativa é sempre pior. Por exemplo, se URSS escolher AR (correr aos armamentos), 0s
USA ao escolherem AR, ficam melhores pois Risco é preferivel a Risco e Fraco; Se a URSS escolher DA (ndo
correr aos armamentos — desarmamento), os USA ao escolherem AR voltam a ficar melhor, pois Seguro e Forte é
preferivel a Seguro (forte faz a diferenca). O mesmo raciocinio pode ser feito em relacao as decisdes da URSS face
as duas possiveis escolhas dos USA.

Este exemplo ilustra a “racionalidade” da corrida aos armamentos por parte dos USA e da URSS durante a guerra
fria, por muitas objecc¢des morais e filosoficas que a decisdo nos possa merecer, e merece seguramente. Foi 0
chamado Equilibrio de Terror.
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Exemplo 13 (Modelo de Duopdlio de Cournot). Considere o mercado de um produto em que existem apenas duas
Empresas, Emp.1 e Emp.2, que produzem, respectivamente, as quantidades q; e q,. O preco, p, em funcdo da
procura total, Q, é dado por p(Q) = 1000-0,8Q, sendo Q = g4 + gq,. O custo unitario de producéo é igual para as duas
empresas e € ¢ = 100.

Trata-se de um jogo infinito de 2-Pessoas de soma ndo constante. Existem infinitas estratégias para cada jogador.
Este jogo tem ponto equilibrio, que corresponde ao lucro maximo para cada empresa, dado que a outra utiliza a sua
melhor estratégia. A sua solucao sera apresentada mais a frente.

11. Solucéao (ndo-cooperativa) de um jogo de 2-Pessoas de soma ndo constante

Quando o jogo € finito e tem um ou mais pontos de equilibrio em estratégias puras, a sua determinacao € em geral
simples, aplicando a definicdo de equilibrio de Nash inspeccionando os respectivos elementos da matriz de ganhos
para cada par de estratégias dos jogadores. Foi assim que determinamos os pontos de equilibrio, quando existiam,
dos jogos exemplificados atras.

Quando o jogo tem mais do que um ponto de equilibrio (multiplicidade de equilibrios), como acontece no exemplo da
batalha dos sexos, em geral ndo existe equivaléncia entre eles, em termos dos ganhos obtidos por cada um dos
jogadores, situacdo qua nunca acontecia nos jogos de soma nula. Nao havendo superioridade de nenhum dos
equilibrios, ndo é possivel prever, sem mais, qual ird prevalecer (podera depender da ordem de jogada).

Tal como nos jogos de soma nula, também nestes jogos pode ndo haver ponto de equilibrio em estratégias puras. E o
gue acontece no exemplo 11 (jogo Chefe versus Empregado). No entanto, tal como nos jogos de soma nula existe
sempre ponto de equilibrio em estratégias mistas, isto €, uma estratégia que associa uma probabilidade a cada
estratégia pura. Este resultado é devido a Nash, que provou a sua existéncia no caso geral de n jogadores. Nos casos
mais simples, em que ambos os jogadores ndo disponham de mais de duas estratégias (depois de eliminadas as
estratégias dominadas), a sua solucdo pode ser encontrada graficamente. Vamos determina-la graficamente utilizando
o exemplo referido (exemploll). Nos casos mais complexos, de varios (>2) jogadores e varias (>2) estratégias, a
obtencdo da estratégia mista para cada jogador € uma tarefa mais complexa, que exige em geral a resolucdo de
problemas néo lineares.
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Considere-se novamente o exemplo 11, que, como se viu, hdo tem solucdo em estratégias puras, e associe-se as
probabilidades (x4, x3) = (x, 1 —x) as estratégias F e C, respectivamente, do Chefe (Jogador 1) e as

probabilidades (y1, ¥2) = (y, 1 — y) as estratégias D e T do Empregado (Jogador 2):

Empregado Ganho Esperado da Empresa (Chefe):
Chefe F (_zl;3 0) (_1-: 1) x + Se Chefe Fiscalizar, F: -2y —1(1-y)=-y-—1
¢ 44 (11 1= - Se Chefe Confiar,C: ~ —4y+1(1-y)=-5y+1
y 1y
x 4
1+

Melhor resposta do Chefe em funcéo de y

« Paray < 1/2, Chefe deve Confiar, C, isto é, x =0
« Paray > 1/2, Chefe deve Fiscalizar, F, isto é, x =1
« Paray =1/2, éindiferente,isto 6,0 < x <1

v

1/2 1 y
Estratégia do Empregado: (y1,¥2) =, 1—-y) =(1/2;1/2)

Melhor resposta do Empregado em funcédo de x

Ganho Esperado do Empregado:
- Para x < 3/4, Divertir, D, isto é, y = 1
- Parax >3/4,Trabalhar, T,isto é,y = 0 + Sese Divertir, D: 4(1—x) = —4x +4
* Para, x = 3 /4, é indiferente, isto 6, 0 <y < 1

+ Se Trabalhar, T: x+(1-x)=+1
Estratégiado Chefe: (xq1, x2) = (x, 1 —x) = (3/4;1/4)
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Graficamente e em sintese:

Empregado X
D T 1
Chefe F (-2, 00 (1;,1) « 3/4
c (44 (1,1 1x
1-
y y >
y
x 1
3/4 @ Ponto de equilibrio de Nash
>
1/2 1 y
Estratégia do Chefe: (x1,x2)=(x,1—x)=(3/4;1/4)
Ganho Esperado da Empresa (Chefe): -2*3/4*1/2-4*1/4*1/2-1*3/4*1/2+1*1/4*1/2 =-3/2
Estratégia do Empregado: i, y2)=(r,1—-y) =(1/2;1/2)
Ganho esperado do empregado: 0*3/4*1/2+4*1/4*1/2+1*3/4*12+1*1/4*1/2 = 1
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De um modo geral, tal como para os jogos de soma nula, para um jogo geral de 2-Pessoas, com m e n estratégias,
respectivamente, para os jogadores | e Il, podemos entdo estabelecer a seguinte defini¢do:

Definigdo. Um par de estratégias mistas (X*,Y*), com X* = (x}, x3,...X}) € Y* = (¥}, ¥5, ...¥%), para a bimatriz do
jogo (4, B) é um ponto de equilibrio se para qualquer par de estratégias mistas, (X,Y)

XAy <xAy” e X'BYT <X'BY"
O teorema seguinte garante a existéncia de pelo menos um ponto de equilibrio.

Teorema. Todo o0 jogo com a bimatriz (4, B) tem pelo menos um ponto de equilibrio (a demonstracdo pode ser vista
em Owen, Game Theory).

Deste modo, qualquer jogo, ndo cooperativo, de 2-Pessoas tem ponto de equilibrio, ou em estratégias puras ou em
estratégias mistas, ou até em ambas. E o que acontece com o exemplo 9, batalha dos sexos, que para além dos
equilibrios em estratégias puras (F; F)=(10; 5) e (C; C)= (5; 10), tem também ponto de equilibrio em estratégias
mistas dado por (x3, x3) =(2/3, 1/3), futebol com probabilidade 2/3 e cinema com probabilidade 1/3para o jogador |
(Jodo), e (y1, ¥2) = (1/3, 2/3), cinema com probabilidade 2/3 e futebol com probabilidade 1/3, para o jogador Il
(Maria). A utilidade esperada €, neste caso, 10/3 para cada um deles.

Quando o jogo € infinito, isto €, o conjunto das possibilidades no qual cada jogador faz a sua escolha € infinito, em
determinadas condi¢cdes muito gerais é possivel encontrar facilmente a solucdo através do processo classico de
optimizacao. Com efeito, através do teorema de Nikaido e Isoda, sabe-se que dado um jogo na forma normal, se o
conjunto de estratégias dos jogadores € constituido por subconjuntos convexos e compactos de espacos
Euclideanos, §; c R™:, e as suas fun¢bes de ganhos, L;, forem continuas e concavas em §;, existird sempre um
ponto de equilibrio na forma em que foi definido por Nash, que podera néo ser Unico.
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Encontremos entéo a solucdo do exemplo 13 (Duopdlio de Cournot). Representacdo do Jogo:

Jogadores: Empresa 1 e Empresa 2

Estratégias das Empresas, 1 e 2, respectivamente: §; = q1 =[0,+) ; 3 = q2 =[0, +x)

Funcéo de Ganhos das empresas, 1 e 2, respectivamente :

L1(41,92) = q1[ p(Q) — 100] = q,[ 1000 — 0,8(q; + q2) — 100] = (1000—100 — 0,8 q;)q; — 0,8q7
L(41,92) = 42[ P(Q) — 100] = [ 1000 — 0,8(q; + q2) — 100] = (1000—100 — 0,8 q1)q, — 0,845

Solugdo:

Max L,(q4,q}) = (1000—100 — 0,8q3)q,; — 0,8q3 e Max L,(q}, q2) = (1000—100 — 0,8q;)q, — 0,8 g5

“16(—‘;1'"5)=1000 —100-8q, —2+0,8q; = 0 “Za(;;l‘“) -1000 — 100 — 8¢ —2 +0,8q, = 0
1 2

*_ 1000-100-0,8q5 _ 900-0,8q; _ 1000-100-0,8q; _ 900-0,8q7

* —
1 2+0,8 1,6 q2 2+0,8 1,6

Resolvendo por substituicdo, vem

1000-100 __1000-100

q = o8 - 375; q; = 308 - 375; p = 400; Lucro da Empresa 1, Ly= 112 500; Lucro Empresa 2, L,= 112 500

Exemplo.14 (Jogo, finito, sequencial de 2-Pessoas). Considerem-se duas empresas, | e Il, com dois standards
(estratégias), A e B. Aempresa | prefere A e a empresa Il prefere B, mas qualquer uma delas pode utilizar qualquer
standard. Supondo que | € a primeira a escolher, tem-se a arvore das diversas estratégias:
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Ganho Emp | Ganho Emp Il
10 5

y
EstA Emp |l
EstB 4 4

EStA/ 2 2
EstB Emp Il \
EstB 5

Emp |

10
Emp Il
-mm Neste caso, existem dois Pontos de equilibrio:
Emp | EstA (10; 5) (4; 4) (A, A) — (101 5) e (B, B) - (5’ 10)
Est B (2;2) (5;10)

Entrando Emp | em primeiro lugar, prevalece o ponto (10; 5)
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Exemplo de um jogo sequencial (barreira a entrada com excesso de capacidade) (ver detalhe dos célculos no
Anexo C). As empresas 1 e 2 estdo a estudar a possibilidade de entrar num mercado e dispdem cada uma de trés
estratégias de investimento: N&o investir (N), investir numa fabrica Pequena (P) e investir numa fabrica Grande (G).

O montante a investir numa fabrica pequena € de U$ 1 100 000, sendo a produgdo maxima anual de 100 unidades. Se
o investimento for feito numa fabrica grande, o montante do dispéndio é de U$ 3 300 000, com uma capacidade anual
de 600 unidades, portanto, para além das necessidades do mercado, assumindo-se entdo que nao existe limitacdo de
capacidade face as necessidades. Assim, s6 a unidade pequena tem restricdo de capacidade. A realizarem-se 0s
investimentos ocorrem no ano inicial (ano zero).

Neste mercado o preco de equilibrio € fungéo da procura anual total, @, assumindo-se a seguinte curva (linear) da
procura inversa: p =900—-Q, em que p é o preco em U$. A producdo anual de cada uma das empresas, a
determinar, sera, respectivamente, para as empresas 1 e 2, Q1 e Q.. A curva da procura da procura, em funcdo das
producdes das duas empresas, pode entdo escrever-se na formap = 900 — Q1 — Q.

Os custos operacionais sdo de 50 U$ por unidade, independentemente da quantidade.

Assume-se que ndo existem impostos e que a actualizacdo dos cash-flows operacionais (receitas menos despesas) é
feita a taxa de 5% ao ano em perpetuidade (assume-se que a duracdo por ser muito longa se supde infinita). O
objectivo consiste em determinar e comentar a estratégia 6ptima para cada empresa em duas fases:

1. Assumindo que as decisGes das duas empresas sdo simultaneas (jogo estatico);

2. A empresa 1 decide em primeiro lugar se investe, e qual o tipo de fabrica, e a empresa 2 responde depois
com a sua estratégia (jogo sequencial), recorrendo a representacdo em arvore deste jogo sequencial de
duas empresas.

Nota. Este exemplo constitui uma ilustracdo adaptada do processo antitrust, nos USA em 1945, contra a ALCOA, que
detinha 90% do mercado de aluminio. A ALCOA foi condenada, pois o excesso de capacidade criava uma barreira a

entrada de concorrentes, como se vera na solugcao com esta ilustracao (os n°s séo ficticios). 13
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Neste quadro estao sintetizados os Valores Actualizados Liquidos (VAL) associados as varias decisdes:

Empresa 2
(Valores em milhares U$) N&o Investir (N) | Fabrica Pequena (P) | Féabrica Grande (G)
N&o Investir (N) (0; 0) (0; 400,0) (0; 312,5)
Empresal
Fabrica Pequena (P) (400,0; 0) (200; 200) (-350,0; -487,0)
Fabrica Grande (G) (312,5; 0) (-487,0; -350,0) (-1 694,4; -1 694,4)

Verifica-se que se a escolha fosse simultanea, o ponto (200; 200), correspondente a uma fabrica pequena para
cada empresa, seria um ponto de equilibrio de Nash, mas ndo € um equilibrio dominante.

Ainda no ambito de um jogo estatico, como a estratégia Fabrica Grande para cada um dos jogadores é
estritamente dominada, podemos elimina-la (a este processo chama-se Dominancia estrita iterada), ficando apenas
uma bi-matriz 2x2, isto é:

Empresa 2
T o vestir (9 rabrica pequena (?)
Empresal N&o Investir (N) (0; 0) (0; 400)
Fabrica Pequena (P) (400; 0) (200; 200)

No entanto, como foi referido no enunciado, a Empresa 1 é a primeira a escolher, e a Empresa 2 decide face ao
resultado da Empresa 1, tornando o jogo sequencial. A representacdao na forma extensiva, ou em arvore, permite
mais facilmente aprender a dindmica do jogo e encontrar facilmente a solucéo através de retro inducao (backward
induction). A arvore do jogo e a solucédo encontram-se na pagina seguinte.
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VAL Emp 1 VAL Emp 2

0 0
0 400
0 3125
400 0
Retro-indugao:
200 200 escolhas 6ptimas
da Emp 2
- 350 - 487
312,5 0
- 487 - 350
- 169414 - 1694,4

A Empresa 2 tem como melhor solugdo para a cada escolha da Empresa 1, as enquadradas a verde, sendo o valor

considerado o da 22 coluna.

De entre os ramos (opc¢des) escolhidas pela empresa 2, a Empresa 1 escolhe a mais vantajosa para si (este

processo de retro indugdo consiste em “podar” a arvore).

A Empresa 1 vai escolher uma fabrica grande (G), sendo (G; N)= (312,5; 0) a solu¢do 6ptima. O caminho

selecionado é constituido pelos arcos/arestas G e N).

Se ndo houvesse a ameaca de a Empresa 2 poder entrar no mercado, escolheria obviamente uma fabrica pequena,
com um ganho de 400 mil. Com esta decisao cria uma barreira a entrada da Empresa 2.
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12. Jogos Nao Cooperativos de n —Pessoas

Quando o jogo € de n —Pessoas, com n >2, independentemente de ser de soma nula (ou constante), pde-se a
guestdao da solucdo ser cooperativa ou nao-cooperativa. Neste ponto serdo apenas discutidas solu¢cdes néo-
cooperativas. Alids, quando se fala de ponto de equilibrio de Nash estamos a falar de solucao nao-cooperativa,
embora Nash também tenha estudado os jogos cooperativos.

Como se sabe, neste caso temos um conjunto m de jogadores, Pq,P,,...,P,, que dispdem cada um,
respectivamente, de um conjunto de estratégias/ac¢bes S1,57, ..., $, € cada jogador i,com i = 1,2,...,n, tem uma
funcdo de ganhos L;(Sq,,S2, ..., Sp), para todo 0 §1 € S1, S2 € S5, ...,S, € S, isto é, para toda a combinagéo de
estratégias dos jogadores envolvidos.

Na situacdo descrita, havendo ponto de equilibrio em estratégias puras, cada jogador deve escolher a sua estratégia,
§;, supondo um comportamento racional dos restantes participantes na escolha das respectivas estratégias, de forma

a maximizar o seu ganho. Matematicamente, uma combinacdo de estratégias (s7, S3,...,Sp) € um ponto de
equilibrio de Nash, ou solugcdo ndo-cooperativa, se, paratodooi=1,2,...,m,

*

Li(s1,,Si—1, Si» Sit1r - Sn) 2Li(81, -, Si—1, Siy Sit1)->Sn) (2.10)

Paratodoo s; € S;.Isto é, s; resulta da solugéo de
Max L;(S7, -, Si—1, Si» Sit1) > Sn) (2.10a)
S.a: s; €S;

Isto implica que nenhum jogador beneficia se mudar de estratégia quando todos os demais se mantém. Ninguém é
incentivado a mudar unilateralmente de estratégia. E esta a esséncia do equilibrio (ndo-cooperativo) de Nash, como ja
tinhamos referido nos jogos de duas pessoas, pois o principio € 0 mesmo.
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Quando o jogo ¢é infinito, isto €, o conjunto das possibilidades no qual cada jogador faz a sua escolha é infinito, em
determinadas condi¢cdes muito gerais € possivel encontrar facilmente a solucdo através do processo classico de
optimizacdo. Como dissemos atras, através do teorema de Nikaido e Isoda sabe-se que dado um jogo na forma
normal, se 0 conjunto de estratégias dos jogadores € constituido por subconjuntos convexos e compactos de espagos
Euclideanos, §; ¢ R™i, e as suas fun¢bes de ganhos, L;, forem continuas e concavas em §;, existird sempre um ponto
de equilibrio na forma em que foi definido por Nash, que podera ndo ser unico.

Teorema (Nikaido-lsoda). Seja um jogo ndo cooperativo de n —Pessoas, S, 0 conjunto das estratégias do jogador k,
L, a sua funcdo de ganhos. Supondo que S, é ndo vazio, convexo, limitado e fechado num espaco vectorial de
dimenséo finita, L, é uma fung&o continua em todas as variaveis, concava em Sy, COM Sy, ..., Sk—1, Sk+1, --» Sn,» €NLAO
0 jogo tem pelo menos um ponto de equilibrio

Quando o jogo é finito, e tal como ja referimos atras, o jogo pode néo ter ponto de equilibrio em estratégias puras.
Todavia, o teorema principal de Nash (1951) mostra que sob o dominio de estratégias mistas todo o jogo finito tem no
minimo um ponto de equilibrio. Convém, no entanto, salientar que, como no caso do teorema aplicado aos jogos
infinitos, o teorema que garante a existéncia de solucdo nos jogos finitos, além de ndo garantir a unicidade, também
nao garante a equivaléncia e intermutabilidade das solu¢cdes no caso de existir mais do que uma.

Teorema (do equilibrio de Nash). Qualquer jogo finito ndo cooperativo de n —Pessoas tem pelo menos um ponto de
equilibrio em estratégias mistas. Se o jogador i dispuser de m estratégias puras, a sua estratégia mista é dada pelo
vector de probabilidades (xil, Xiy) ...,xim).

Este teorema generaliza para n jogadores o equivalente referido para dois jogadores. No entanto, a obtencdo das
estratégias mistas reveste-se de grande dificuldade quando estamos perante n > 2. O processo de obtencdo das
estratégias mistas resulta da demonstracdo do teorema através da optimizacdo de um problema néo linear. Note-se,
no entanto, que ndo existem grandes diferencas conceptuais entre a teoria dos jogos nao-cooperativos de n —Pessoas
€ 0S jogos nao-cooperativos de 2-Pessoas.
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Podemos entdo sintetizar que o teorema do minimax de von Neumann demonstra a existéncia de equilibrio para uma
classe muita restrita de jogos, a classe dos jogos de 2-Pessoas de soma nula. Porém, de facto o resultado é geral,
para n —Pessoas, pois todo o jogo possui equilibrio em estratégias mistas, como foi demonstrado (recorrendo ao
teorema do ponto fixo de Brouwer) por Nash.

Exemplo15. (O Problema dos Comuns - Baldios). Considere-se uma comunidade, onde cada criador de ovelhas tem
a opcao de manter, ou ndo, as suas ovelhas no pasto comum (baldio). Seja g; 0 numero de ovelhas detidas pelo
criador F;, i=1,2,..,n. O custo associado a compra e cuidados com cada ovelha ¢é igual a c, independentemente

do numero de ovelhas O valor de cada ovelha é dado pela fungdo v(G), em que G = g4 + g, + -+ In-
niimero maximo de ovelhas que podem ser postas a pastar no baldio é dado por G. Portanto, ¥(G) > 0 se G < G e
v(G) = 0 se G > G. Supondo que existem primeira e segunda derivadas negativas para ¥(G), isto é, v'(G) < 0
v” (G) < 0, o problema consiste em saber quantas ovelhas cada criador deve ter para pastar no baldio.

Representacéo na forma normal:

Conjunto dos Jogadores: {Fq, ..., F,};

Conjunto das Estratégias: S; = [0, E], parai=1,2,..,n

Fungdes de ganhos: L;(g1, 92, --,9n) = giv(g1 + g2+ -+ 9gn) —cg;parai =1,2,..,n

Solucéo:
MaxL1(g1, 9%, -, 9n) = 91v(91+ 92 + -+ gn) — €91
s.a: 0g1= G
(2.11)

Max L,(91, 9% . 9n) = Gn¥(@1+ 92+ =+ gn) — CGn
s.a: 0<g,< G
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Condicbes de 12 Ordem:

v(g1tgz+-+gn)t+g1v(@i+gz+-+gy)—c=0

vgitgrt -t gn)tgav(@itgr+-+gy)—c=0

Entdo, (g1, 92, -, 9rn) € ponto de equilibrio de Nash se for solu¢do do sistema anterior, isto &, se
vgi+gz2+-+g)+g1v(91+g2++gw)—c=0
V(gi + g5+ + g + Gav (g3 + g5+ + gi) — € = 0
Somando as equacodes de (2.13) e dividindo por n, vem
v(G") + %G*v'((;*) —c=0,com G =g,+g5++g,
O Problema Social

Max Gv(G) — Gc
s.aa0<G<G

Resolvendo v(G) + Gv’(G) — ¢ = 0 (condi¢des de 12 ordem), G** é solucao 6ptima se
v(G)+ GV (G*)—c=0

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Em sintese:

v(G") + %G*v'(G*) —c=0 v(6) + GV (6") —c =0

Se G* > G**, 0 numero total de ovelhas no pasto comum desejado pelos criadores (solucao Optima empresarial) é superior ao que
a optimizagdo social recomendaria (desejavel sob o ponto de vista da sociedade). Restricdes impostas pelo Estado?

Exemplo 16. Considere-se o exemplo dos comuns simplificado, onde cada criador tem apenas uma ovelha e tem a
opcéo de a manter, ou ndo, a pastar no baldio. O ganho obtido com a ovelha, em leite e 1&, € de 1 u.m.. Por outro lado,
se a ovelha estiver no pasto comum contribui para um dano ambiental, compartilhado por todos os criadores, cujo valor
€ 5 u.m.. Pretende encontrar-se o(s) ponto(s) de equilibrio, isto €, se cada criador deve pér, ou ndo, a sua ovelha no
pasto comum.

Cada criador disp8e de 2 estratégias: poér ou ndo pér a sua ovelha no pasto, isto &,

_j1 seo i — ésimo criador pde a sua ovelha no pasto
9i =10 seoi— ésimo criador nio pOe a sua ovelha no pasto

O ganho do i — ésimo criador é dado pela expressao

g1tgz2+t+Gn
Li(91,92 -, 9n) = 9i— 5 -
Se n > 5, por todas as ovelhas no pasto, isto é, g1 = g5 = - = gn = 1, é 0 Unico ponto de equilibrio de Nash.
Com efeito, se todas as ovelhas estdo no pasto e um criador decide retirar a sua ovelha, deixa de ganhar 1 u.m. e

deixa de gastar 5/n<1, ou seja, este criador acaba por ganhar menos do que se mantivesse la a sua ovelha. Deste
modo, todos manterdo a sua ovelha no pasto e cada um ganhara — 4, havendo um dano ambiental maximo.

Suponhamos que existia um imposto t por unidade por manter a sua ovelha no pasto. Neste caso o ganho seria dado
por
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g1 t9gzt--+t9n
n

Li(g91,92--,9n) = 9i—tgi—5

Set =25, entdo g7 = g5 = - = g5 = 0 € 0 Unico equilibrio de Nash, o que significa que todos os criadores preferem retirar as
ovelhas do pasto. Um caso curioso acontece quandon = 6 e t = 1/6. Neste caso todas as solu¢des sdo pontos de equilibrio
de Nash.

Exemplo 17 (A tragédia dos comuns). O exemplo anterior enquadra-se num problema tipico da teoria dos jogos
conhecido como a tragédia dos comuns e caracteriza uma situacdo em que o ponto de equilibrio de Nash
corresponde a uma solugdo em que o0 conjunto acaba por ficar pior, pois todos tomam a mesma decisdo, embora
cada decisao individual pouco afecte o conjunto e seja tomada em beneficio préprio. No fim cada jogador n&o obtém
o melhor que lhe é possivel individualmente, dai a designacéo. llustremos com um exemplo talvez mais sugestivo,
comecando apenas com dois jogadores, para generalizar a seguir. Dois amigos resolvem ir almocar juntos ao
restaurante e combinam pagar a conta “a meias”. Para simplificar, s6 existem dois pratos, o prato Caro (C) e o prato
Barato (B). Do prato caro cada um dos amigos retira uma utilidade de 20€, mas o prato custa 15€. O prato barato
tem uma utilidade de 15€ e custa 10€. Portanto, o prazer, medido pela diferenca entre a utilidade e o custo, é igual
em ambos os pratos. Aparentemente a escolha deveria recair na escolha do prato barato pelos dois amigos, ja que
retiram 0 mesmo prazer e pagam menos. Vejamos 0 que acontece:

Jog.2
-“ Verifica-se facilmente que o ponto de equilibrio consiste em cada
amigo escolher o prato mais caro, estratégias (C; C) — equilibrio
Jog.1 c (5;5) (7,5; 2,5) dominante. Este exemplo é semelhante a outros ja vistos,
B (2,5;7,5) (5; 5) dispensando comentarios adicionais .

Se tivermos um grupo de 20 amigos, jogo com 20 jogadores, conclui-se imediatamente que a escolha do prato mais
caro por todos eles € ponto de equilibrio de Nash, pois quem pedir um prato mais barato baixa a sua utilidade em 5€
(15€-20€) e poupa apenas 0,25€ - 25 céntimos! — que corresponde aos 5€ a dividir por 20 comensais. Portanto
ninguém esta incentivado a escolher um prato mais barato face a reducdo da respectiva utilidade. As Unicas
alternativas seriam combinarem pedir todos o prato mais barato, mas nesse caso seria uma solu¢ao cooperativa, ou
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equilibrio cooperativo, ou entdo cada um estar por sua conta, isto €, comer 0 que paga, mas nesse caso deixaria de
ser um jogo estratégico, pois tinhamos para cada situagdo apenas um elemento e a sua decisdo ndo interagia com a
de nenhum outro elemento, nem o seu resultado dependia disso.

Mais geralmente, se tivermos n amigos na refeicdo conjunta, nas condi¢des indicadas, com m pratos a disposicéo, a
solucdo seria a mesma, desde que a diferenca de utilidade entre pratos fosse maior do que a respectiva diferenca de

custos a dividir por n. Se Au,, for a diferenga de utilidade entre o prato mais caro e outro prato k, Acy, a diferengca

. . Ac ~ ~
de custo entre os pratos respectivos, para cada jogador, se Auj,=> Tk’ 0 que geralmente acontece, entdo néo vale a
pena escolher um prato mais barato, sendo o prato mais caro a solucéo escolhida por todos (equilibrio de Nash).

Exemplo 18. (Oligopdlio de Cournot). Considere o mercado de um produto em que existem m Empresas. A
quantidade produzida pela Empresa I, que desconhece as quantidades produzidas pelas restantes empresas do
mercado, é designada q;. O preco, p, em funcdo da procura total, Q , é dado por p(Q) = a — b@, sendo Q = q¢ +
q, + -+ q,. O custo da Empresa i € dado por C;(q;) = cq;.

Representagéo na forma normal:

Conjunto dos Jogadores: {Eq, ..., E,};

Conjunto das Estratégias: S§; = [0,+0o0], parai=1,2,...,n

Funcdes de ganhos: L;(q1, q2,..,q,) = qila—b(q1 +q + -+ q,) —cl,parai =1,2,...,n

Nesta caso estamos perante um jogo de n-Pessoas, infinito, pois cada empresa dispde, para escolher, e um nimero
infinto de possibilidades de quantidades a produzir. Neste jogo, como se disse, se 0 conjunto de estratégias dos

z

jogadores é constituido por subconjuntos convexos e compactos de espacos Euclideanos, §; € R™i, e as suas
fungdes de ganhos, L;, forem continuas e concavas em S;, existira sempre um ponto de equilibrio na forma em que
foi definido por Nash, que podera nao ser unico.
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A sua solucdo obtém-se através dos processos classicos de optimizacéo, por recurso ao célculo diferencial, através
de optimizacdo das n fungfes seguintes e resolucéo do sistema de equacdes dai decorrente:

Max L1(q1,93,....qn) = q1la —b(q1 + q3 + -+ q3) — (]
s.a. 0<qq <+x

Max L,(q1,92, ....4n) = qz[a—b(q71 + q2 + -+ q3) — (]
s.a. 0<q; <+x

(2.16)
Max L,,(41, 92, -, qn) = qula — b(q;1 + q3 + -+ q5) — ]
s.a: 05q, <+
A optimizagdo de cada uma das funcgdes de lucros d4 origem ao sistema com as incognitas q3,q5 , ---, qn
«_ a—b(ga+-+qn)—c, «_ a=b(gi+-+qn)—c « _ a=b(gi++qp_1)—¢
1_ Zb 7 qZ_ 2b ) me. qn - 2b (2'16a)

cuja solucgédo indica a estratégia Optima de producgdo para cada empresa.
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13. Jogos Cooperativos de n —Pessoas
13.1 Introducéo

Antes de iniciarmos 0s jogos cooperativos, vamos utilizar uma metéfora (retirada e adaptada de Simpdsio Brasileiro
de Pesquisa Operacional, 8 a 11 de Novembro de 2002, Rio de Janeiro) para ilustrar a importancia da cooperagéo na
consecucéo de certos objectivos.

“Uma velha historia contava que, ao morrer, um homem chegou ao Inferno e viu uma mesa com um banquete servido.
Sentados a mesa estavam varias pessoas que se debatiam famintas, ndo conseguindo pegar na comida e leva-la a
boca, pois os seus cotovelos estavam para dentro, isto é, estavam ao contrario do que é normal nos humanos e,
portanto, as suas maos ndo conseguiam alcancar a prépria boca. Como ndo se conseguiam alimentar, todos ficavam
insatisfeitos e brigavam uns com o0s outros numa guerra eterna. Tendo a oportunidade de conhecer também o Céu, o
homem ao chegar la sentiu-se extremamente surpreendido. Com efeito, havia também um enorme banquete servido e
as pessoas também apresentavam o0s cotovelos para dentro, tal como as pessoas que vira no inferno, no entanto, la
ninguém passava fome, e parecia reinar muita alegria. Num simples acto de cooperacdo, cada pessoa alimentava
seus vizinhos, e vice versa, ficando todos satisfeitos e vivendo em harmonia’.

Esta metafora descreve uma situacao na qual todos ganham juntos, isto €, se cooperarem, e ninguém ganha sozinho.
Esta é, pois uma das principais caracteristicas dos jogos cooperativos. Isto €, os jogadores ao cooperarem
conseguem melhores resultados para todos.

A cooperagdo e a competicdo, em geral, fazem parte do desenvolvimento das actividades econOmicas, sociais,
politicas, militares, biologicas, etc., e estq, em geral, presente em todas as actividades em que duas ou mais
entidades actuam e interagem entre elas na prossecucao de objectivos individuais ou colectivos.

Metéfora a parte, ndo é necessario grande esforco para entender que por vezes a cooperacdo, quando € permitida ou
a estrutura do jogo a permite, € uma, por vezes a Unica, forma de obter melhores resultados para cada individuo ou
para o grupo (e concomitantemente para cada individuo que compde o grupo). Isso acontece na actividade humana e
em muitos casos no reino animal...basta observar. E sabido que os lobos cacam em grupo (alcateia), tal como os
ledes, ou aves como as aguias de harris, e isso acontece pelo facto de obterem na predacdo melhores resultados

dessa forma.
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13.2 Definicbes e conceitos

Os jogos cooperativos, ou coalizionais, ao contrario dos jogos ndo-cooperativos, possuem na sua estrutura interna
condicbes que facultam aos agentes a possibilidade de formarem coalizbes entre si, tendo em vista um certo
resultado.

Obs. Como vimos atras, nos jogos de 2-Pessoas apenas no caso em que o jogo € de soma ndo constante existe a
possibilidade de cooperagédo. Nos jogos de n-Pessoas (n > 2) existem as duas possibilidades, dependendo do tipo de
jogo. Uma vez que a metodologia de abordagem entre os jogos cooperativos de duas e 0os de mais pessoas nédo é
substancialmente diferente, apenas na dificuldade de resolug¢éo decorrente do tamanho, faremos abordagem genérica
dos jogos de n-Pessoas, com enfase em ilustracées de jogos de 3-Pessoas por facilidade pedagdgica.

Formalmente, um jogo cooperativo consiste num conjunto finito, N = {1, 2, ...,n}, de jogadores e de uma funcédo de
resultados v : 2™ — R que aplica os subconjunto de N no conjunto dos nimeros reais R, incluindo, por convencio,
v(®) = 0. Habitualmente o jogo representa-se pelo par (N, v), sendo N o conjunto dos jogadores e v a fungéo de
resultados ou ganhos.

Coalizdo (ou coligacdo na linguagem das aliancas politicas) é qualquer subconjunto do conjunto dos jogadores,
constituido por jogadores que resolvem agir como uma equipa no processo de escolha de estratégias. Sendo N =
{1,2, ...,n} o conjunto dos jogadores, entdo qualquer conjunto §, com S c N, é uma coalizdo, sendo |S| o nimero
de elementos da mesma. A qualquer coalizio S, com § # @, N, chama-se coalizio n&o trivial. A coalizdo $ = @
chama-se coalizdo nula ou coalizdo vazia, e a coalizdo § = N chama-se grande coalizdo ou supercoalizéo.

Fungdo caracteristica de um jogo é uma fungdo v(S) que associa a cada coalizdo S < N o conjunto de todos os

resultados que a coalizdo S pode garantir. No que se segue supomos que esta funcéo de resultados é “transferivel”, o
gue significa que o resultado total alcancado pela coalizdo pode ser livremente distribuido pelos seus elementos. A
hipotese de transferéncia da funcdo caracteristica permite que se considere apenas o melhor resultado obtido pela
coalizdo, sendo entdo v(S) representada apenas por um Unico valor para cada § < N, o qual sera distribuido pelos
respectivos membros. 55
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Quando tratamos os jogos de 2-pessoas, geralmente utilizamos a sua forma normal, isto porque esta forma permite-nos
tratar de forma mais simples analisar e determinar as estratégias mistas, que sdo a esséncia destes jogos. No entanto, a
esséncia dos jogos cooperativos de n —pessoas nao € mais a aleatorizagdo (combinagéo) de estratégias, mas sim a
formacao de coalizdes, dai a importancia do estudo da fungéo caracteristica. Com efeito, a funcéo caracteristica indica-nos
a capacidade das diferentes coalizbes para obter resultados (valor), assumindo a combinacao 6ptima das estratégias. Por
exemplo, se o valor de uma coalizdo resulta da iteracéo das estratégias dos seus elementos com os dos elementos fora da
coalizdo, o processo de optimizacdo é feito de forma semelhante através, por exemplo, do critério maximin para sua
determinacao (ver exemplo 19, mais a frente).

Considerando o conjunto vazio, @, a coalizdo sem elementos, do exposto resulta que:

v@)=v{})=0

(2.17)

No caso do jogo cooperativo, apenas se necessita dos resultados que os jogadores ou as coalizdes podem garantir para
si. Esta informacéao consta da funcao caracteristica do jogo.

Quando a funcao caracteristica representa ganhos (ou lucros, ou receitas, etc., por exemplo) ou genericamente é uma
funcéo de utilidade, o jogo é um jogo de ganhos ou um jogo de valor (profit game ou value game em inglés). Quando a
funcéo caracteristica representa custos, 0 jogo designa-se por jogo de custos (cost game). Neste caso é frequente o jogo
ser representado pelo par (N, ¢), e a funcdo caracteristica por ¢(S). Vamos fazer o desenvolvimento da teoria supondo,
por hipétese, que se trata de um jogo de valor, pelo que este sera designado por (N, v) e a respectiva funcéo
caracteristica por v(S), embora alguns exemplos se refiram a jogos de custos, sendo por utilizadas as designacfes em
conformidade, isto é, (N, c¢) e c(S). Claro que é facil de passar de um ao outro, por exemplo através da troca de sinal, e
aplicar e interpretar os conceitos em conformidade.

Associado a um jogo cooperativo, (N, V), esta associado o (seu) Jogo Dual, (N, v*), com funcéo caracteristica definida
por:

v*(S) =v(N) —v(N\S),VSCc N (N\S ¢ o complementar de S relativamente a N) (2.18)
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Se o jogo primal (original) € um jogo de ganhos, o jogo dual € um jogo de custos e representa 0s custos de oportunidade
associados & coalizdo S por ndo pertencer & grande coalizdo N. Se o jogo primal for um jogo de custos, o seu dual sera
um jogo de ganhos. Em certo sentido, um jogo e o seu dual sdo equivalentes e partilham muitas propriedades em
comum. Por exemplo, o nucleo (conceito definido mais a frente) de um jogo e o do seu dual séo iguais. Também é facil
de verificar que o dual de um jogo dual € o (seu) jogo primal.

Exemplo 19 (Game Theory, 2014, T. Ferguson). Considere um jogo de 3-Pessoas, com os jogadores I, Il e Ill, em que
cada jogador dispde de duas estratégias puras, 1 e 2, cujos ganhos sdo os seguintes:

Se jogador | escolhe estratégia 1: Se jogador | escolhe estratégia 2:
1] 1]
1 2 1 2
: 1/(,3,1) (2,1,1) i {1 (1,0,0) (1,1,1)
2((4,2,3) (1,0,0) 2 (0,0,1) (0,1,

Pretende construir-se a fungdo caracteristica, v, de ganhos, no correspondente jogo cooperativo, (N, v). O valor de
v(@) = 0 é automatico. Para encontrar o valor de ¥(N) basta encontrar o terno com maior soma, isto é, v(N) = 9.
Para encontrar v({1}), temos de calcular o maior valor que o Jogador |, a actuar sozinho, pode garantir supondo que I

e Il procuram o melhor para eles. Construa-se a matriz dos ganhos de | contra (Il, 1lI):
a1, 1)
1.1 1,2 21 22
. 1 |0 2 4 1 Como as colunas dois e trés sdo dominadas, restam as primeira e quarta
coluna. Procedendo como nos jogos nao cooperativos, determina-se o valor
2 1 1 0 0 para o jogador I, vindo v({1}) = 1/2
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Para obter v({2}) e v({3}) procede-se de forma semelhante, obtendo-se, vindo v({2}) = 0 e v({3}) = 3/4. Para calcular
v({1, 3}) temos de construir a matriz da soma de ganhos de | e Il contra I, que assume a seguinte forma:

1 2
1,1 1 7 Verifica-se que as estratégias (2,1) e (2, 2) sdo dominadas pela estratégia (1, 2) e, por isso
(1, my: @,2) | 3 1 nunca serao escolhidas pela coalizdo {1, 3}, sendo eliminadas. Restam as estratégias (1, 1)
2,1)] 1 1 e (1, 2). Procedendo como anteriormente, vem para a coalizdo {1 3}, v({1,3}) = 5/2.
2,2 2 1

De forma similar, calculam-se os valores de | e Il contra lll e de Il e Il contra |, vindo entdo v({1, 2}) = 3 e v({2,3}) = 2.

Nem todos os problemas e aplicagbes envolvem calculos, e dificuldades, semelhantes aos do exemplo anterior, apresentando-
se por vezes a construgdo da funcdo caracteristica bem mais facil, até porque pode haver independéncia, e muitas vezes ha,
entre as decisdes de uma coalizdo e as decisdes de elementos fora da coalizdo. Os exemplos a seguir ilustram este aspecto.

Exemplo 20. O investigador Jodo Guilherme inventou um novo medicamento. Como ndo o pode produzir, vai vender a formula
as empresas farmacéuticas F2 ou F3. A empresa a quem ele vender partilhara um milhdo de euros de lucro com Jodo
Guilherme. Pretende determinar-se a fungéo caracteristica do seu primal e do seu dual, considerando os valores em milhares.

Jogadores: J. Guilherme — 1; Farmacéutica F2 — 2; Farmacéutica F3 — 3

Funcgéo Caracteristicado primal: v(@) = v({}) = v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0; v({1,2}) = v({1,3}) =
v({1,2,3}) = 1 000

Fungdo caracteristica do dual: v*(@) = v'({}) =v'{2D) =v'({3}h) =0 ; v'({1}) =v'({1,2}) =v"({1,3}) =
v'({2,3}) = v*'({1,2,3}) =1000
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Exemplo 21. Jodo possui um terreno avaliado em 100 000 euros. Anténio € um promotor imobiliario que ndao tem mas
pode desenvolver o terreno e aumentar o seu valor para 200 000 euros. Manuel é outro promotor que também néo tem
mas também sabe desenvolver o terreno de modo a aumentar o seu valor para 300 000 euros.

Jogadores: Jodo — 1; Antonio — 2; Manuel — 3
Funcgao Caracteristica (valores em milhares de euros):
v(®) =v({}) = v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0; v({1}) = 100; v({1,2}) = 200; v({1,3}) = v({1,2,3}) = 300

Exemplo 22 (Jogo do lixo — Winston). Quatro proprietarios de terrenos tém um saco de lixo cada, que procuram
depositar numa propriedade que ndo seja a sua. Se b sacos de lixo forem depositados numa propriedade duma
coalizéo, esta recebe um ganho de —b (dano ambiental).

Funcéo Caracteristica. O melhor que os elementos de uma coalizdo podem fazer é depositar o seu lixo nas
propriedades dos elementos que ndo pertencem a coalizdo (|S| € o niumero de jogadores em S).

Jogadores: 1; 2; 3; 4
v({S}) =-(4-1ISD (se S| <4)
U({S}) = 'U({l, 2,3, 4}) =—4 (Se |S| = 4)

Em geral, assume-se frequentemente que a fungéo caracteristica goza de algumas propriedades:

Superaditivdade. Assim, sejam A e B, tal que AN B = @, duas coalizdes sem elementos comuns. De acordo com esta
propriedade, uma coalizdo mais alargada, formada pela unido de coaliz6es disjuntas, deve possibilitar melhores (ou pelo menos iguais)
resultados:

v(AUB) > v(A) + v(B) (2.19)
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Os jogadores podem obter mais colectivamente do que em coalizbes separadas. Neste caso o0 jogo diz-se um jogo
superaditivo.

Monotonia. A ¢ B = v(A) <v(B). Essencialmente esta propriedade indica que coalizGes maiores possibilitam
maiores resultados;

v(N) > Y71 v({i}). Neste caso o jogo diz-se um jogo essencial ou ndo trivial. Quando ¥(N) = Y11 v({i})
0 jogo diz-se ndo essencial ou inessencial ou trivial.

Muitos jogos sdo superaditivos e essenciais. E razoavel que assim aconteca, pois quando um jogo no é superaditivo
e/ou essencial, a grande coalizdo ndo serd estavel, dado haver a possibilidade de alguns jogadores abandonarem a
grande coalizdo por obterem melhores resultados fora dela, tornando-se irrelevante a procura de uma solucdo que
distribua os ganhos da grande coalizdo pelos jogadores, como mais a frente veremos.

Nota. Um jogo cooperativo é de soma constante se v(S) + v(N\S) = v(N), VS c N, e de soma nula se,

adicionalmente, v(N) = 0. Quando o jogo é de soma constante o jogo entre § e N \S é entdo estritamente
competitivo, e sendo finito, aplica-se o teorema do minimax.

Exemplo 23 (Retirado de Maschler e al.). Considere-se um jogo de 3 Jogadores com a seguinte fungao caracteristica:

v(9) =v({1}) = ({2} = v({3}) = v({1,2}) = v({1,3}) = 0; v({2,3}) = 10; v({1,2,3}) = 6

Neste caso a grande coalizdo {1,2,3} ndo € estavel, pois a cooperacdo dos jogadores 2 e 3 na coalizéo {2, 3} permite
obter melhores resultados, pois v({2,3}) = 10 > v({1,2,3}) = 6. Nao verifica nem a superaditividade nem a
monotonia.
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Exemplo 24. O jogo de 3 pessoas com fungdo caracteristica v(@) = v({2}) =0, v({1}) =1/2, v({3}) = 3/4,
v({1,2}) = 3,v(1,3}) =5/2,v({2,3}) = 2, v({1,2,3}) =9 & um jogo superaditivo e essencial, isto €, nio trivial:
v(AUB) >2v(A)+v(B),YA B cN e AnB=0 e v({1,2,3}) =9>1/2+ 0+ 3/4 = v({1}) + v({2}) +
v({3}.

Jogo simples é um jogo cooperativo,(N, v), em que a sua fungdo caracteristica, v, assume apenas os valores 1 (um) ou 0
(zero), ou seja as coalizbes ou sdo Ganhadoras ou sao Perdedoras. Deste modo, um jogo simples pode ser definido como
uma classe G de coalizBes, onde os respectivos elementos de G sdo chamadas coalizbes ganhadoras e as restantes
coalizbes perdedoras. Assim, num jogo simples qualquer coalizdo ou é ganhadoras ou é perdedora. Qualgquer subconjunto
de uma coalizdo perdedora € também uma coalizdo perdedora e qualquer superconjunto (conjunto que contém outro) de
uma coalizdo ganhadora é também uma coalizao ganhadora.

Exemplos tipicos de jogos simples:

Jogo com decisdo tomada por maioria, onde v(S) = 1 se |S| > n/2 e v(S) = 0 no caso contrario;
Jogo com decisdo tomada por unanimidade, onde v(S) = 1se S = N e v(S) = 0 no caso contrério;
Jogo do Ditador (1), onde v(S) = 1se 1 € § e v(S) = 0 no caso contrario.

Defini¢do. Seja (p1, P2, ---,Pn) UM vector de elementos ndo negativos e g um valor tal que 0 < q < Y-, p;- Um jogo de
maioria ponderada [q; p1, P2, ---,Pn] € UM jogo simples com a seguinte funcao caracteristica:

0 se Zpi<q

v(S) — ies
1 se ZpiZq

i€es
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Jogo normalizado ou 0-normalizado é um jogo em que v({i}) =0,V i € N.
Jogo normalizado (0; 1) € um jogo em que v({i}) =0,vi e N, e v(N) = 1.

Definicdo. Dois jogos de n—Pessoas, (N,w) e (N, v), sdo estrategicamente equivalentes, ou § —equivalentes, se existe um
namero positivo r e n constantes reais a4, a3, ..., &y, taisque VS C N,

v(S) = rw(S) + Z a;

i€es

Com esta transformacéo linear podemos transformar um jogo noutro estrategicamente equivalente, em particular num jogo
normalizado ou normalizado (0; 1), por vezes com algumas vantagens. Uma das vantagens da normalizacdo (0; 1) é que em
tal jogo, o valor v(S) de uma coalizao da directamente a sua forca, ou poder (i. e., montantes extra que os membros obtém na
sua formacéo), e todas as imputacdes séo vectores de probabilidades (Owen, Game Theory).

Nota. Podem ser concebidos outros tipos de normalizagdo. Uma comum é a normalizagdo (-1; 0), em que v({i}) = —1,Vi € N,
e v(N) = 0.

Exemplo 25. Transforme-se o jogo superaditivo e essencial de 3-pesssoas, (N,w), com funcdo caracteristica w(@) = 0,
w({1}) =1, w({2}) =2, w({3}) =3, w({1,2}) =8, w({1,3}) =10, w({2,3}) = 13, w({1,2,3}) = 15, num jogo 0-normalizado
e num jogo normalizado (0; 1), (N, v).

Fazendor =1, a;= -1, a, = —2, az = —3, vem para o jogo 0-normalizado:

v(@)=0 v({1,2)=w({1,2})—-1-2=5
v{1)=w({1h)-1=0 v({1,3) =w({1,3})-1-3=6
v({2) =w({2)—-2=0 v({2,3}) =w({2,3})-2-3=8
»(3) =w({3)-3=0 v({1,2,3) =w({1,2,3) —1-2-3=9
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Fazendor =1/9, a;=—-1/9, a, = —-2/9, a3 = —3/9, vem para o jogo normalizado (0; 1):

v(6) =0 v({1,2}) = 1/9w({1,2}) - 1/9 - 2/9 = 5/9
v({1) = 1/9w({1}) —1/9 = 0 v({1,3}) = 1/9w({1,3}) - 1/9 - 3/9 = 6/9
v({2) = 1/9w({2}) —2/9 = 0 v({2,3}) = 1/9w({2,3}) —2/9 — 3/9 = 8/9
v({3) =1/9w({3}) —3/9 =0 v({1,2,3}) = 1/9w({1,2,3)) - 1/9-2/9-3/9=1

14. Solug&o de um Jogo Cooperativo

Ao contrério dos jogos ndo-cooperativos, Nos jogos cooperativos existem muitos conceitos de solugdo (ver anexo A), mas em
todos eles a funcdo caracteristica é fundamental para a sua analise. O objectivo consiste em encontrar uma distribui¢éo,
entre os jogadores, dos resultados do jogo. Matematicamente uma solucédo € um vector x € R™, em que cada componente
representa o resultado atribuido a cada jogador, e que devera verificar algumas condi¢cdes, ou propriedades, para ser
classificada como tal. Sdo essas diferentes condi¢cdes, baseadas em principios l6gicos de equidade e “justeza”, que
conduzem a diversos conceitos de solucéo.

Seja v(N) o valor da grande coalizdo, coalizdo formada por todos (1) os elementos de N. Uma vez que ela possibilita o
maior resultado (num jogo superaditivo), € razoavel supor que se formara, ficando entdo por saber como esse resultado sera
distribuido pelos n elementos de N, de modo a assegurar que essa distribuicdo seja estavel. A resposta recorre ao conceito
de imputacdo, como sendo uma distribuicéo exaustiva do valor da grande coalizdo pela totalidade dos jogadores.

Deste modo, uma solucdo deve indicar o montante que cada jogador deve receber, isto €, deve ser uma imputacdo. Seja
x = (X1, X2, ..., X, ) 0 vector dos resultados (recompensas) dos jogadores, em que x; € o ganho do jogador i. Em geral
um vector de resultados nao é candidato a ser uma solugéo do jogo a nao ser que seja uma imputacao, ou seja, satisfaca:
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v(N) =Y x; (racionalidade de Grupo) (2.20)
x;=>v({i}) VIEN (racionalidade individual) (2.21)

A condi¢do (2.20) indica que o valor maximo obtido através da supercoalizdo € distribuido por todos os elementos, e é
também designada por principio da eficiéncia, ou de Pareto. A condicdo (2.21) indica que o valor a receber por cada
elemento deve ser pelo menos igual ao que receberia actuando sozinho, caso contrario a alocacéo ndo seria estavel.

Ao conceito de alocacao estao ainda associadas outras propriedades, nomeadamente:

» Existéncia: todo o jogo deve ter solucéo;

+ Simetria: dois “jogadores simétricos” recebem o0 mesmo, isto é, x; = Xj, se i e j séo jogadores simétricos. Dois jogadores,
i e j dizem-se simétricos se v(S U {i}) = v(SU {j}),VS c N\{i, j};

» Aditividade: Se um jogo é formado pela soma de dois outros jogos, o valor que cada jogador recebe no novo jogo € igual &

soma dos valores obtidos em cada um dos jogos. Matematicamente, se um jogador i recebe x; no jogo v e y; no jogo
w, entdo recebe x; + y; nojogo (v + w).

Se designarmos por X(v)o conjunto de todas as imputacdes do jogo, expresso na forma de funcéo caracteristica, entéo
uma solucéo é definida como um subconjunto de X(v). Desta forma surgem varios conceitos de solucdo, dependendo dos
critérios utilizados, seja para eliminar as imputacdes que nao interessam (podem nao ser aceitaveis por todos os jogadores,
havendo objeccbes) seja para considerar aquelas que se afigurem aceitaveis (consensuais, equilibradas, estaveis, “justas”,
etc.). O conjunto de restricdes e critérios que rege o processo de negociacao e escolha é que definira os diversos conceitos
de solucéo para um jogo cooperativo.

Nota. Quando um vector de distribuicdo x = (x1, X3,...,X, ) satisfaz apenas a racionalidade de grupo (propriedade
(2.20)), diz-se uma pré-imputacdo. Uma pré-imputacdo que satisfaz (2.21) é uma imputacdo, como se disse.
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Exemplo 26. No exemplo 21

(x1, x2,x3) = (100,100,100) - é uma imputacdo, pois verifica (2.20) e (2.21);

(x1, x2,x3) = (50,200,50) — ndo é uma imputacao, pois x;< v(1), (2.21) é violada, mas é uma pré-imputacao;

(x1, x2,x3) = (120,190, —10) — ndo é uma imputacao, pois x3< v(3), (2.21) é violada, € uma pré-imputacao;

(x1, X2,x3) =(110,110,110) — ndo € uma imputacdo, pois v({1,2,3}) # x4+ x + x3, (2.20) é violada, nem preé-
imputacao.

15. Nucleo de um Jogo de n —Pessoas

Antes de passarmos ao conceito de Nucleo do jogo, retomemos agora o conceito de dominancia num jogo cooperativo.
Considerem-se duas imputagdes x = (xq, X2, ...,Xp,) € ¥ = (Y1, ¥Y2,..,¥Yn ). Perante estas duas imputacées, os
jogadores estdo confrontados pela escolha entre x e y. Qual o critério que determina que uma imputacéo possa ser preferivel
a outra?

Excluindo os casos em que x =y, cujas imputacdes sdo iguais, é claro que alguns jogadores preferem y a x (aqueles i em
que y; > x;). Mas como se trata de imputacdes, isto é, v(N) = YiL, x;, havendo alguns casos em que y > x havera também
outros em que x > y, e o0s jogadores nestas condi¢cdes preferem x a y, nunca acontecendo que todos prefiram ya x e vice-
versa. E por isso necessario que os jogadores que preferem uma imputacgio a outra sejam suficientemente fortes para fazer
valer a sua posicao, isto €, cumprir a sua opcao. Esta é a esséncia de dominancia através de uma coaliz&o.

Definicéo. Diz-se que a imputacdo y domina a imputagéo X, ou que a imputacdo x é dominada pela imputagéo Yy, atraves
da coalizdo S, e escreve-se y >S5 X, se

DiesYi <v(S) e y>x;, VIi€ES (2.22)
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1. Sey >S5 x, entao verifica-se:

1. Cada elemento da coalizdo S prefere a imputagdo y a imputagao x

2. YiesYi <v(S), os elementos de § podem ameacar a grande coalizdo se x é utilizada, porque o resultado que eles
obtém com a coalizdo § é pelo menos igual ao que eles receberiam através de Yy, estando por isso esta remuneragéo
garantida.

Deste modo, se y >5 x, entdo x n&o deve ser encarada como uma solugéo uma vez que tem objeccdes de alguns elementos,
isto é, juntando-se através da coalizdo $ podem receber mais, ou seja, pelo menos y, que é preferivel a x.

Definigdo. Ndcleo de um jogo, Nu(v), é o conjunto de todas as imputagdes ndo dominadas via nenhuma coalizéo, isto &,
para as quais ndo existem objeccoes.

Por outras palavras, é o conjunto de imputacfes para as quais nao existe nenhuma coalizdo com valor superior do que a soma
dos resultados obtidos com elas, ndo havendo, consequentemente, incentivo ao abandono da grande coalizdo para formar
outras coalizdes néo triviais. O conceito de Nucleo foi apresentado por J. von Neuman e O. Morgenstern como um conceito
razoavel de solucao.

Exemplo 27. No exemplo 21, considerem-se as imputacdes x = (x1, X3, x3) = (190, 10, 100)e y= (y1,¥2,¥Y3) =
(198,1,101). Mostrar que y >{13} x,

Em primeiro lugar, verifica-se que X e y sao imputagdes. Em segundo lugar, verifica-se que em Y, os jogadores 1 e 3 recebem
mais, ambos e cada um deles, do que em Xx. Por outro lado, y possibilita aos jogadores 1 e 3 um total de 299 < 300 =

v({1,3}). Claramente y domina x através da coalizdo {1, 3}. Se x fosse proposto como solugéo, ela teria objec¢des, pois era
razoavel que os jogadores 1 e 3 se juntassem numa coligacdo a dois para receberem mais. Em termos praticos o jogador 1
pode vender o terreno ao jogador 3 por um valor acima de 190 e este rentabiliza-o para valer 300, ambos ganhando mais. Por

isso X ndo pode ocorrer. e
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Teorema. Uma imputagdo x = (X1, X3, ...,X, ) estd no Nucleo, Nu(v), se e sé se para qualquer subconjunto S de N
(S cN)

DiesXi = V(S) (2.23)

Este teorema indica que qualquer gque seja a coalizdo S, uma imputacdo ndo dominada, isto &, pertencente ao Nlcleo, nunca
pode garantir menos do que o que os jogadores obtém através dessa coalizdo. Assim, qualquer imputacdo pertencente ao
Nucleo é estavel, na medida em que ndo existe nenhuma coalizdo que possua simultaneamente o incentivo e o poder de
mudar o resultado do jogo. Este teorema oferece uma forma pratica de calcular o Nucleo, bastando resolver o sistema
respectivo.

Exemplo 28. Encontrar o Nlcleo do jogo do Exemplo 20. x = (x1, X3,X3) € uma imputagdo se verificar as seguintes
relagdes:

x1=0, x>0, x3=>0 (racionalidade individual) e x;+x; +x3 = 1000 (racionalidade de grupo) e estd no
Nucleo

seesdse x1+xp, =1000, x1+x3 =1000, Xy+x3 =0, xX1+x, +x3 =1000.

Por simples inspecgéo, verifica-se que x; = 1 000, x;= 0, x3= 0 é a solucdo (Unica) deste sistema de inequacdes lineares.
O Ponto (x37, x3,x3) = (1000, 0, 0) é o Nducleo do jogo.

Exemplo 29. Encontrar o Nucleo do jogo do Exemplo 21. x = (x4, X3, x3) € uma imputacao se verificar as seguintes relacdes:

x4 =100, x,>0, x3=>0 (racionalidade individual) e
x1 + x2 + x3 = 300 (racionalidade de grupo)
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x = (x1, X2, Xx3) estd no Nucleo se e sé se
xX1t+xy = 200 xX1+x3 = 300 Xpt+Xx3 = 0 X1+xy +x3 = 300

Resolvendo, vem x3= 0, ficando x;=>200e x;+x3 = 300. Entdo o Ndlcleo seré:
Nu(v) = {(x1, x3,x3): 200 < x7 < 300; x;=0; x3 = 300 — x7}.

Graficamente, tem-se a seguinte representacado do Nucleo:
X3 A
200 |

100 1 100 Nucleo Nu(v)

200 300 X1

Em termos praticos, esta solucdo tem uma interpretacdo muito curiosa. O Jogador 3 (Manuel) cobre o lance do jogador 2
(Antonio), e compra o terreno ao jogador 1 (Jo&o) pelo prego x; (200 < x; < 300). Consequentemente o jogador 1 recebe
x1, € o jogador 3, depois de valorizar o terreno, recebe 300 — x7. O jogador 2 fica fora do negdécio, ndo recebendo nada.
Para que a solucéo seja estavel (solucdo ndo dominada), o jogador 3 para cobrir a proposta do jogador 2 pode ter que dar
pelo menos 200, que € o valor maximo que o jogador 2 pode dar. Neste caso o nucleo é um conjunto com infinitos pontos.

Em certa medida o ndcleo representa o conjunto das solugbes “justas”, isto €, um grupo de solucbes nas quais ninguém
encontraria outra forma melhor de alcancar o mesmo objectivo, ndo tendo, neste sentido, objeccdes justificadas. No entanto,
enquanto solugdo apresenta duas reservas importantes:
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O nucleo de um jogo pode ser vazio, isto €, o jogo pode ndo ter Nucleo. Jogos cujo Ndcleo ndo seja vazio, dizem-se Jogos
equilibrados ou balanceados;

N&o sendo vazio, o Nucleo pode néo ser Unico, tendo muitas vezes um numero infinito de soluc¢des, o que dificulta a escolha.

Qualquer destas reservas traduz-se em desvantagens de natureza pratica. Para resolver a primeira dificuldade, isto &, o
nucleo ndo ter solu¢des, houve necessidade de estabelecer outras definicbes para o que € “justo”. Neste sentido, foi

introduzida por Shapley & Shubik (1966) uma generalizacdo designada por Nucleo — Epsilon forte, ou Nucleo - €.

O Nucleo—g difere do Nucleo pela introducdo da variavel € € R, associada a diferenca entre os dois membro das restricées

do Ndcleo, de modo a eliminar a impossibilidade no sistema de restricdes do mesmo. Matematicamente, o Nucleo - € é dado
por

Nu,(v) ={ (x4, X2, ..., Xp) ER™ Y jcsX; =V(S)—gVieS+0 eS cN ev(N) =X, x;} (2.24)

Claramente, se o0 nucleo € vazio, o Nucleo - € serd ndo vazio para € a partir de um certo valor. Maschler, Peleg & Shapley
(1979), introduziram o conceito de Nucleo minimo (Least Core) como sendo a interseccao de todos os Nucleos - € ndo

vazios. Deste modo, o Nucleo minimo pode ser visto como o Nucleo - £ para 0 menor € que torna o conjunto ndo vazio
(sistema possivel).

Em termos econdmicos, o Nucleo - € é o conjunto de alocagbes de resultados onde nenhuma coalizdo pode melhorar a sua
posicédo, se for penalizada no montante £ por abandonar a grande coaliz&o.

Dada a forma como é definido o Nucleo minimo, a sua determinacéo faz-se através da resolucdo do seguinte problema de
programacao linear:
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( Mineg

n

Z x; = v(N) (2.25)

)\ i=1

in+£2v(5),vs CN;S+®;8S#N; x; =0,Vi; € livre
\ i€ES

O valor minimo &* chama-se valor do niicleo minimo (least core value) do jogo (N, v). E facil de verificar que o problema de
PL (2.25) anterior é equivalente ao problema

Min max e(x,S) = v(S) — Z X;
i€s

Yirixi=v(N)VS cN; S+ 0;S #N; x; = 0,Vi, (2.25a)
Ou seja, na determinagao do nucleo minimo e do seu valor aplicamos o principio do minimax.

Notal. Quando nos jogos de duas pessoas de soma nula determinamos a estratégia mista, transformamos o calculo do
minimax e do maximin na resolucdo de um problema de PL, tal como fazemos aqui para determinar o valor do nicleo menor.

Nota 2. Veremos mais a frente, quando apresentarmos o Nucléolo de um jogo, que aplicamos 0 mesmo principio, e que se o
problema (2.25) tiver uma solucao Unica, ela é também o Nucléolo do jogo.

Do exposto resulta que o Nucleo minimo é bem definido e € sempre néo vazio, isto €, existe sempre, quer o Nucleo exista ou
nao, possibilitando sempre pelo menos uma solucao para o jogo.

Exemplo 30. Considere um jogo com 4 pessoas e a seguinte fungdo caracteristica (ganhos): v({1,2,3}) = v({1,2,4}) =
v({1,3,4Dv =v({2,3,4}) = 75; v({1,2,3,4}) = 100; v({3,4}) = 60 e v(S) = 0 para as restantes coalizdes S.
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Verifica-se que o nucleo, Nu(v), deste jogo é vazio. Com efeito,
X120, x2 20; x320;, x420; x1+x2, =20; x1+x3=0;x1+tx4 =0; x2+x3 =2 0;x2 + x4 =0;x3 +x4 =60

X1+Xx2 +x3 =275, xq1+x3+x4 =275, x1+x3+x4=>75 < x+x3+x4=>75;, x1+x,+x3+x,=100 Das restri(;ées
anteriores resulta x; < 25,x, <25, x3< 25, x4< 25, que € incompativel com x3+ x4 = 60. Logo as restricbes sao
incompativeis, isto é, o ndcleo é vazio: Nu(v) = 0.

Determine-se o Nucleo - €:

x1+x3+£20; x1+x4+£20; x2+x3+£20; x2+x4+£20; x3+x4+£260; x1+x2+x3+£275;
x1+x2+x4+8275; x1+x3+x4+£275; x2+x3+x4+£275; x1+x2+x3+x4=100

Verifica-se facilmente que o conjunto das solucdes que satisfaz este sistema € ndo vazio desde que € > 3, 3(3). Por exemplo,
a solugdo x1=21,6(6), x5 =21,6(6) x3 =28,3(3), x,=28,3(3), com &= 3,3(3), é uma solugdo do
sistema e corresponde ao menor valor para € E facil de verificar que para valores de & superiores a 3,3(3), 0 sistema é
possivel e para valores inferiores é impossivel. Verifica-se que para € = 3, 3(3) existe solucéo alternativa. Por exemplo, a
solucdo xq=28,3(3), x; = 15; x3=28,3(3), x4=28,3(3), com €= 3,3(3) é igualmente uma solugdo do
sistema e, por isso, faz parte do Nucleo minimo. Veremos mais a frente, quando apresentarmos o Nucléolo, que a primeira
solucdo apresentada é exactamente o Nucléolo deste jogo. Nesta solucdo os jogadores 3 e 4 teriam 0 incentivo para
abandonar a grande coalizdo, visto a coalizdo S = {3,4} possibilitar melhores resultados, v({ 3,4}) = 60, mas se existir
uma penalizagédo de € = 3, 3(3), esse incentivo desaparece, como se disse.

Nota. No exposto temos considerado que a funcdo caracteristica representa os resultados (utilidade ou ganhos) dos
jogadores. Em muitos problemas ela representa os custos para cada possivel coalizdo no jogo. Uma alternativa consiste em
considerar custos negativos como ganhos e proceder como até agora. Outra alternativa, porventura de mais facil
interpretacdo econdmica, consiste em trabalhar directamente com uma funcdo de custos, e adaptar em conformidade os
resultados apresentados, tendo em conta que o critério de racionalidade para cada jogador é ter custos mais baixos,

obviamente em articulacdo com os restantes jogadores no contexto de um jogo cooperativo. -
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Por exemplo, com uma funcéo caracteristica a representar os custos, no conceito de dominéncia a relacdo de ordem dada
na definicdo viria naturalmente alterada. Também a relagdo de ordem nas propriedades de racionalidade de grupo e
racionalidade individual vém alteradas em conformidade. De igual forma, as restricdes de do tipo (=) para determinar o
Nucleo seriam substituidas por restrigdes do tipo (<), mantendo-se assim a coeréncia. Sem perda de generalidade, iremos
proceder desta forma quando estamos perante um problema representado por um jogo cuja funcdo caracteristica envolve
custos.

Vimos atras que o conceito de nucleo apresentava algumas reservas enquanto conceito de solugdo. O conceito de valor de
Shapley, introduzido por Lloyd Shapley (1953) e o conceito de Nucléolo, introduzido por Schmeidler (1969) eliminam estas
duas dificuldades, pois existem sempre e apresentam apenas um valor, como veremos mais a frente. Veremos
seguidamente o valor de Shapley.

16. Valor de Shapley

Para além das dificuldades anteriores, inexisténcia e multiplicidade de solugbes, podem ocorrer situacdes de equidade e
“‘justeza” das soluc¢des dadas pelo Nucleo. No exemplo 26 vimos que o Nucleo atribuia todo o valor ao jogador 1. Embora
esse possa ser 0 jogador mais importante, esta atribuicdo ndo deixa de levantar problemas de equidade, dado que o jogador
1 sozinho n&o consegue valorizar a sua inovagao.

O valor de Shapley, x = (x1, X3, ..., X, ), € um conceito de solugédo constituido por um critério que distribui, de forma
Unica, pelos participantes no jogo, o valor da grande coalizdo, de acordo com quatro axiomas. Esta solu¢cdo da em geral um
valor mais equitativo e Lloyd Shapley provou que este valor € Unico.

Axioma 1. Se dois jogos séo idénticos, excepto quanto papel (ordem) na qual os seus jogadores aparecem indicados, 0
valor de Shapley para os jogadores € o mesmo. Ou seja, se por exemplo x = (10, 15, 20) € valor de Shapley para um jogo
de 3 pessoas, se trocarmos o papel (ordem) dos jogadores 1 e 3, o valor de Shapley para o novo jogo é x = (20, 15, 10).

72



ISEG — CURSO DE MAEG 2019/20 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

Axioma 2. Z?zl x; = v(N). O valor de Shapley produz uma distribuicio exaustiva do valor da grande coaliz3o.

Axioma 3. Se um jogador I ndo adiciona nada a qualquer coalizdo, entdo ele recebe zero de acordo com o valor de Shapley.
Ou seja, se V(S — {i}) = v(S), para todas as coalizbes S, entéo o valor de Shapley tem x; = 0.

Axioma 4. Se um jogo é formado pela soma de dois outros jogos, o valor de Shapley para o novo jogo é a soma dos valores
de Shapley dos jogos iniciais. Ou seja, se X € o valor de Shapley para o jogo v e y o valor de Shapley para o jogo w entao
(x + y) € o valor de Shapley para o jogo (v + w).

Teorema 3. (Shapley) Dado um jogo com fungdo caracteristica v, existe uma distribuicdo Gnica x = (x1, X3, ...,X, ) a
satisfazer os Axiomas 1- 4 que atribui a cada participante um valor dado por:

|S]!(n—|S|-1)! [w(S U {i}) — v(S)] (2.26)

Xi = Ztodos 0s S que nao contém i n

Sendo |S| on°de elementosemS,n>1en!=n(n-1)..2(1)(0! =1).

A expressdo (2.26), que indica o valor que cada jogador recebe de acordo com esta forma de distribuicdo, embora
parecendo complexa, tem uma interpretacdo muito simples.

Com efeito, [v(S U {i}) — v(S)] representa a contribui¢gio marginal do jogador i para a coalizdo S, quando entra nela. Por

IS|'(n—|S|-1)! . L ~ -
outro lado, % representa a probabilidade de que no processo aleatério de formacédo da grande coalizdo N, o

jogador i se junte a § exactamente naquela ordem.
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Para melhor compreender, note-se o seguinte:

* |S|! representa o n° de diferentes formas de formar a coalizéo S (sem i).

. (n—|S| — 1)! representa o n° de formas diferentes de os restantes elementes se juntarem a S e a i para formar a grande
coalizdo

« n!representa o n° de diferentes formas de formar a grande coalizdo N

- sldsl=-ndsi-2).2@@y @O | (n—-|s|-Dn-Is]-2)..(2)A) = [S|! (n—|S] - 1)!
|

|
Chegama $§ Chegai Chegam os ndo pertencentesa § U i

Como existem n! permutacées de 1,2,...n jogadores, a probabilidade que jogador i se junte a § exactamente naquela

IS|!(n—|S|-1)!
e O

: : . . 1 _ 1 .
Por exemplo se considerarmos 3 jogadores, ha uma probabilidade de Y = P gue os jogadores cheguem em cada uma das

ordem é

seis sequéncias seguintes:
1 2, 3 2,1, 3 31,2
1, 3, 2 2,3 1 3,2 1

Supde-se que quando o jogador i chega, ele encontra os jogadores que estdo em S. Se ele se junta para formar uma coalizdo
com eles, ele acrescenta o valor [v(S U {i}) — v(S)]. Como a probabilidade de isso acontecer é p,,(S), entdo a expressio

(2.26) indica a contribuicdo marginal esperada do jogador i, e este é o valor que lhe é atribuido. Ou seja, o valor de Shapley
atribui a cada participante a sua contribuicdo marginal esperada.
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Para finalizar, note-se que o valor de Shapley é uma imputacéo, pois Z?=1 x; =v(N) e x; = v({i}), Vi € N, e verifica os
principios da simetria e da aditividade, podendo nao pertencer ao nucleo e, por isso, ndo ser estavel.

Exemplo 31 (Winston). Trés tipos de avido (Piper Cubs, DC-10 e Boeing 707) usam um aeroporto. O Piper Cub necessita de
apenas 100 jardas de pista, o0 DC-10 necessita de 150 jardas de pista e o 707 de 400 jardas. O custo (em euros) de manter
uma pista durante o ano é igual ao comprimento da pista (em euros). Por simplicidade, supomos que em cada ano é possivel
ceder pista a apenas um avido de cada tipo. Quanto deve ser cobrado a cada avido, dos 400 euros de manutengéo da pista?

Solucédo. Podemos considerar como um jogo de 3 pessoas, em que o valor de cada coalizdo € o custo associado ao tipo de
pista que serve 0s seus elementos. Seja jogador 1= Piper Cub, jogador 2= DC-10 e jogador 3= Boing 707. A funcéo

caracteristica, representando custos, e por isso é representada por € € a seguinte:
c({}) = 0;c({1}) = 100; c({2}) = ¢({1,2}) = 150;c({3}) = c({1,3}) = c({2,3}) = c({1,2,3}) = 400

Utilizemos (2.26) através das seguintes tabelas:

jogador 1 jogador 2 jogador 3
{} 2/6 100 {1 2/6 150 {} 2/6 400
{2} 1/6 0 {1} 1/6 50 {1} 1/6 300
{3} 1/6 0 {3} 1/6 0 {2} 1/6 250
{2,3} 2/6 0 {1,3} 2/6 0 {1,2} 2/6 250
X1 = 200/6 x; = 350/6 x3 = 1850/6
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Ou seja, 0 avido do tipo Piper Cub deve pagar 200/6 euros, o avido tipo DC-10 deve pagar 350/6 euros e o avido tipo Boing 707
deve pagar 1850/6 euros. Total = +200/6 + 350/6 + 1850/6 = 400 euros.

Outra forma seria dispor todas as permutagdes, que neste caso sdo seis, numa tabela. Assim:
Ordem Cheg. Prob. Contribuicdo do jogador Obs. O valor de Shapley faz uma distribuicdo muito curiosa e com

racionalidade evidente. Com efeito, 0s custos correspondentes as
--mmm primeiras 100 jardas sdo distribuidas pelos trés tipos de avio:
100 50 250

100/3. Como o Piper Cub néo precisa de mais nada s paga isso.

12,3 1/6 O DC-10 paga 100/3+50/2=350/6, ou seja paga a sua parte nos
1,3,2 1/6 100 0 300 custos das 100 jardas mais a parte das restantes 50 jardas,
juntamente com o boeing 707. Finalmente, o Boeing 707, paga a

2,1,3 1/6 0 150 250 sua parte das 150 jardas, tal como o DC-10, mais os 250
correspondentes as jardas utilizadas apenas por ele, ou seja

2,3,1 1/6 - — — 350/6+250/1=1850/6. S. C. LITTLECHILD e OWEN, no artigo A
3,1,2 1/6 0 0 400 Simple Expression for the Shapley Value in a Special Case (1973),
mostraram que esta simplificagéo pode ser feita em certos casos,

3,2,1 1/6 0 0 400 como este, em que o valor da funcdo caracteristica é igual ao
X; 200/6 350/6  1850/6 valor individual do seu “maior” jogador e existe uma ordenacao do

tipo 0 < c({1}) < c({2}) < --- < c({n}).

Com a interpretacdo anterior, podemos alocar os custos considerando qualquer nimero de avides, ou movimentos deste tipo de
avides. Suponhamos, nas condi¢Bes anteriores, que os custos sao de 400 mil€, e que esta prevista a seguinte utilizacdo do
aeroporto: 10 avides Piper Cub, 15 avides DC-10 e 12 Boeing 707. Quanto pagaria cada um deles?

Nota. A distribuicdo de custos conjuntos é uma das

Piper Cub: 100/(10+15+12) = 2,703 mil€ grandes aplicacdes da solugdo de Shapley & Economia e &
DC-10: 2,703 + 50/(15+12) = 4,555 mil€ Gestao, quando estamos perante a utilizagdo comum de infra-
Boeing 707: 4,555 + 250/12 = 25,388 mil€ estruturas. Shapley foi laureado em 2012 com o Nobel da
Total: 2,703*10 + 4,555*15 + 25,388*12 ~ 400 mil€ Economia pelos seus trabalhos na Teoria dos Jogos.
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17. Nucléolo de um Jogo

O Nucléolo, enquanto solucéo de um jogo cooperativo, usa o conceito de reclamacdo dos membros da coalizdo § em relacédo a
imputagdo x. Num jogo cuja fung&o caracteristica se refere a resultados (ganhos) designamos por e(x,S) = v(8) — Y;es Xi
essa reclamacdo. Neste sentido, o Nucléolo, Ne(v), é um conceito de solugdo baseado num critério que escolhe as
imputacdes de modo a minimizar a maxima queixa, ou reclamacdao, que qualquer coalizdo possa ter contra elas.

O procedimento para encontrar o Nucléolo, Ne(v), o que significa aplicar o principio minimax numa fungdo de ganhos (o
maxmin numa funcdo de custos), exige a comparacao entre as diversas imputacdes, de forma a encontrar aquela cuja maxima
reclamacao associada a ela seja menor do que a maxima queixa associada a qualquer outra imputacdo. Para isso ordenam-se
as coalizbes (excluindo @ e N, por motivos de simplificacdo, pois ndo sdo determinantes na escolha, ja que e(x, @) =
e(x,N) = 0,embora estas possam incluidas), $;, S2,...,S2n_ contidas em N e constroi-se um funcdo e(x,S) =

[e1(x,S1),e2(x,S3), ..., ean_5(x, S;n_3)] em ordem n&o crescente, ou seja:

el(xrsl)
e(x,S) = €2(%,52) | onde S1, ..., San_y estéo ordenados de forma que e;(x,S;) = ej,1 (x,Sj+1), paraj= 1,2,..2" - 3.

exn_o(x,Sn_3)

A luz do que foi dito, o Nucleo do jogo, no caso de existir, pode ser entdo apresentado de uma outra forma. Sendo X(v) o
conjunto de todas as imputacdes (vectores de remuneracédo), o Nucleo é dado por:

Nu(v) = {xeX(v): max e(x,8) <0} (2.27)

Ou seja, 0 Nucleo é o conjunto de todas as imputacdes (HEIN) contra as quais ndo possam existir maximas reclamacfes que
Nao sejam menores ou iguais a zero.
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O Nucléolo, com uma funcdo de ganhos, € o conjunto das imputacdes x€X (v) que minimizam lexicograficamente e(x, S). A
ordem lexicografica entre dois vectores pode ser definida da seguinte forma:

Dados dois vectores x = (X1, X2, ..., Xp) e ¥ = (Y1, Y2, .-, ¥Yn ), diz-se que x é estritamente menor lexicograficamente
que y, e escreve-se X <y Y, se X1 < Y1 ou se existe um inteiro i > 0 tal que X1 = Y1 ...X; = ¥; € Xiy1 <Yiy1, Vi=
1.n—-1.

Por exemplo, (1, 2, 5, 7) é lexicograficamente inferior a, ou precede, (2, 2, 2, 9). Também (3, 3, 3, 8) é lexicograficamente
inferior a (3, 3, 4, 5).

A partir da relagédo anterior, a relagdo de menor ou igual lexicograficamente pode ser definida como x <; yse x <, you x =
y.

Considerando os vectores de reclamagdes e(x, S), o Nucléolo € o conjunto das imputagdes (Yj=1 x; = v(N)) definido por:

Ne(v) = {xeX(v):VyeX(v) = e(x,S) <, e(y,5)} (2.28)

Isto é, as imputacdes que tém menores queixas, lexicograficamente, associadas a elas. Desta forma considera-se a
imputacdo que minimiza o protesto da coalizdo mais descontente. O Nucléolo de um jogo cooperativo € a imputacdo cujo

desvio e(x, S) (reclamacéo) aparece em primeiro lugar na ordenacao lexicogréafica.

Nota. No caso de a funcdo caracteristica ser uma funcdo de custos, o que ocorre em muitos problemas préaticos, a mesma
pode ser transformada, através do seu simétrico, numa funcéo de ganhos, e proceder como anteriormente. Alternativamente,
podemos fazer o desenvolvimento directamente a partir da fungéo original, o que significa deixar os menos satisfeitos 0 mais
satisfeitos possivel, o que significa aplicar o principio do maxmin. Neste caso ordenam-se por ordem ndo decrescente as
componentes de e(x,S) = v(S) — Y;cs Xi e escolhe-se a imputagdo lexicograficamente menor, isto €, cujo primeiro termo

€ maior.
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Note-se que para cada imputacdo, ao primeira componente de e(x,S) indica a menor satisfacdo, e pretende-se que esse
valor seja o maior de entre todas as imputacdes, falando-se por isso em maximizar a satisfagdo minima.

O nucléolo é ent&o o conjunto das imputacdes xeX (v) que maximizam lexicograficamente e(x, §), ou seja:
Ne(v) = {xeX(v):VyeX(v) = e(x,S) =, e(y,5)} (2.29)

O Nucléolo goza de varias propriedades importantes, que o tornam, juntamente com o valor de Shapley, de uso
recomendado como solugdo de um jogo cooperativo. Referimos as mais importantes:

+ Desde que o conjunto das imputacdes, X(v), seja compacto, o Nucléolo existe sempre, mesmo que o Ndcleo seja vazio
(existéncia);

+ Se X(v) for compacto e convexo, o Nucléolo é tnico (unicidade);

* No caso de o Nucleo nédo ser vazio, o Nucléolo esta contido no Nucleo;

* O Nucléolo esta sempre contido no kernel (ver a frente definicdo de kernel), o que significa que se o Kernel esta contido
no Conjunto-Negociacéao (ver definicdo mais a frente), também o nucléolo faz parte deste.

Desde a introducdo em 1969, por Schmeidler, varios algoritmos tém sido propostos para determinar o Nucléolo, a maior
parte resolvendo problemas de programacao linear (PL). Nalguns casos resolvendo um unico problema, embora grande,
noutros uma sequéncia de problemas de problemas de PL mais pequenos: Kohlberg (1972), Owen (1974), Maschler, Peleg e
Shapley (1979), Behring (1981), Dragan(1981), Sankaran (1991), Solimosi e Raghavan(1994), Potters, Reijnierse e Ausing
(1996) e Fromen (1997). Vamos apresentar uma resolucdo baseada no algoritmo Maschler e al, a partir de uma proposta de
Granot e Huberman (1984), e que consiste na resolucdo sucessiva de varios problemas de programacao linear,
seleccionando inicialmente as solucbes que que tenham associados 0s menores excessos (reclamacdes) maximas.
Supondo, como habitualmente, uma funcédo caracteristica de ganhos, com valores ndo negativos, (a adaptacdo a uma
funcéo de custos é facil, como se vera num exemplo), o primeiro problema seré:
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( Ming;

n

i = N
P(1) 9 Zx v (2.30)

i=1

xi+& =v(5),VS € N; S+ ;S + N; x; = 0,Vi; & livre

\ iES

Se a solugdo optima encontrada for Unica, o processo péra, ndo sendo necessario prosseguir (Litltlechild, 1974)). Caso
contrario, serd a partir do conjunto solugdo de PL(1) que se ira resolver o problema seguinte, PL(2). O procedimento
consiste em usar o conjunto de coalizbes mais “insatisfeito”, designado por SOL(1), como conjunto de busca para o
problema linear seguinte, a cuja resolucdo se procede. Este conjunto é constituido pelas restricbes saturadas (activas) na
solucao optima de PL(1). O segundo problema vir4 entéo:

( Mineg,
n
z x; = v(N)
i=1
PL(2) < Z x; =v(S)— &, VS € SOL(1) (2.31)
ieS
in +&,> v(S); VS C N; S & SOL(1); S # 0;S % N;
ieS
L x; = 0,Vi; glivre

Se existirem restricdes ndo saturadas (ndo activas), passa-se a novo problema de programacéao linear, PL(3), e assim
sucessivamente até que todas as restricbes se encontrem saturadas, caso em que 0 processo termina. A solu¢do do ultimo
problema sera entédo o Nucléolo do jogo.
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Portanto, o nucléolo primeiro tenta satisfazer as coaliz6es mais “infelizes” (insatisfeitas), e a seguir as segundas mais
“infelizes” (insatisfeitas) e assim sucessivamente.

Nota. Kopelowitz propds um algoritmo para calcular o nucléolo utilizando uma sequéncia no maximo de n-1 problemas
de programacéo linear, sendo n o nimero de jogadores.

Exemplo 32 a. Trés companhias petroliferas, X, Y e Z, vendem combustivel para avibes e estudam a construcao de um
oleoduto entre o terminal portuario, onde recebem o combustivel descarregado dos navios e 0 aeroporto, como meio de
transporte, em vez do sistema actual de transporte por carro-tanque. O custo do oleoduto depende da sua capacidade
(dimenséo). Os standards de tamanho dos oleodutos sdo apenas para trés tipos de dimenséao, e é por esses que as
empresas optam, pois fazer um oleoduto de dimensfes diferentes ficaria por precos proibitivos. S&do técnico e
economicamente viaveis os projectos com capacidades para 50, 100 e 160 mil toneladas ano.

A empresa X prevé transportar anualmente 80 mil tons, a empresa Y 40 mil tons e a empresa Z 35 mil tons. Os
rendimentos anuais, da empresa a criar para gerir esta infraestrutura, depois de deduzidos os custos de investimento
(anualizados) para cada opcéao de parcerias sdo 0s seguintes:

Parceria (empresas) {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
Rendimento (M€) 45 30 25 90 80 60 140

Pretende obter-se uma distribuicdo anual dos rendimentos pelas empresas, utilizando o critério do nucléolo.

Trata-se de um jogo cooperativo de ganhos (aplica-se o critério do minimax), com o primeiro problema de PL:

( Ming,

X1+ x93 +x3 = 140

PL(l) <x1+x2+£1290; x1+x3+£1280; x2+x3+£1260
x1+£1245; Xp + &1 = 30; X3+£1225

L xX120; x=20; x3=0; g livre
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Substituindo na resolucédo a variavel livre, &4, pela diferenca de duas varidveis ndo negativas, a solucdo (primeira)
deste problema é x7= 60; x;=42,5; x3=37,5; €= —12,5. Ndo sendo a solu¢éo unica, pois x3= 57,5; x; = 45; x3=
37,5; £1=—12,5 € solugdo 6ptima alternativa, ndo podemos ainda garantir que se trata do nucléolo (solu¢éo dual
degenerada significa que existe solugdo alternativa no primal). As restricbes saturadas (activas) correspondem as
coalizdes {3} e {1,2}, que constituem o conjunto SOL(1). O segundo problema vem entao

Ming,
X1 +x +x3 = 140
PL(Z) X1 + X = 102, 5; X1 + X3 + &y = 80; X2 +X3 + &9 = 60
X1+ & =>45; x, + & = 30; X3= 37,5
x120; x,=20; x3=0; & livre

cuja solucdo Optima é xj=58,75; x;=43,75; x3=37,5; &,=—13,75, e que constitui 0o nucléolo deste jogo.

Apesar de em geral g, ser uma variavel livre, verifica-se que neste caso ela € ndo positiva (0 nucleo é nao vazio),
podendo aplicar-se directamente o método do simplex através da passagem ao seu simétrico, -&,. Com este
procedimento, o simplex deu a solu¢do indicada em segundo lugar, mas a solucédo optima final (nucléolo) foi a mesma,
como se esperava. A comparacdo das solugdes obtidas, permite verificar que a solucéo final, encontrada no segundo
problema € lexicograficamente menor do que as duas primeiras (alternativas). Com efeito:

e(x,S) Ordenacéo néo crescente
- (60; 42,5;37,5) | (57,5;45;37,5) | (58,75;43,75;37,5) | (60;42,5;37,5) (57,5; 45; 37,5) | (58,75;43,75; 37,5)

-12,5 -13,75 -12,5 -12,5 -12,5

{2} 30 -12,5 -15 -13,75 -12,5 -12,5 -12,5
{3} 25 -12,5 -12,5 -12,5 -12,5 -12,5 -13,75
{1,2} 90 -12,5 -12,5 -12,5 -15 -15 -13,75
{1, 3} 80 -17,5 -15 -16,25 -17,5 -15 -16,25
{2, 3} 60 -20 -22,5 -20,25 -20 -22,5 -20,25
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Exemplo 32. Considere-se um conjunto de utilizadores que se juntam para construir uma rede que os ligue a um fornecedor
comum. A rede final de custo minimo sera obtida através da obtencédo da arvore geradora minima. Suponha-se, por agora,
qgue a funcéo caracteristica que indica a rede (arvore) de menor custo (trata-se de um jogo de custos) para cada coalizdo é a
seguinte:

c{P =0;c({1}) = c({3}) = 5;c({2}) = 8;¢c({1,2}) = c({1,3}) = ¢({2,3}) = 10;¢({1,2,3}) = 14

Como a funcgéao caracteristica € de custos (aplicamos o principio do maxmin), o primeiro e o segundo problemas de PL serdo
(neste caso &1 e &5, S&0 Nao negativos):

( Maxe, ( Maxe,
X1+ x; +x3 =14 X1 +x; +x3 =14
x; +x, + & <10 x1+x =95
PL(1) $ X1 +x3+& <10 PL(2) A X1 +x3+& <10
X, +x3+¢& <10 Xy, +x3+¢& <10
X, +& <5x,+6 <8x3+& <5 X1+ & <5x+& <8x3 =45
\ x; = 0,Vi;e; =0 L x; 20,Vi;e; 20

Em geral também o &4 € uma variavel livre, mas neste problema concreto, como em muitos outros jogos de custos, verifica-se
facilmente que que é ndo negativa, e por isso consideramos o0 problema com essa condicdo. A solucdo Optima do primeiro
problema é: x1=4,5; x3=5; x3=4,5; €= 0,5. Nesta, as restricées saturadas (activas) correspondem as coalizdes {3}
e {1,2}, que constituem o conjunto SOL(1). A solugdo do segundo problema é x3=4,5; x;=5; x3=4,5; £,=0,5.
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As restricOes saturadas correspondem as coalizbes {1} e {2,3}, sendo SOL(2)={{1}, {3}, {1,2}, {2,3}}. Podiamos passar ao
terceiro problema, mas neste caso € desnecessario, uma vez que como as coalizbes individuais {1} e {3} pertencem ao
SOL(2) , sabemos que x3= 4,5 e x3= 4,5, obtendo-se por diferenga da grande coaliz&o, o valor x3= 5.

A solucdo 6ptima é: x3=4,5; x3=5; x3=4,5. O Nucléolo é entdo Ne(c) = x = (xq, x3,x3) = (4,5;5;4,5), cujo menor
excesso relativo € 0,5. Como o ndcleo é ndo vazio, obviamente o nucléolo pertence ao ndcleo, como facilmente se constata.

O valor de Shapley para este jogo é: x = (X4, x2,x3) = (25/6;34/6;25/6) = (4,2; 5,6; 4,2). Neste caso, o valor de Shapley
pertence ao nucleo, como facilmente se verifica, tratando-se de uma solu¢cdo ndo dominada.

Consideremos trés diferentes solucdes, todas pertencentes ao Nucleo, muito proximas, sendo duas delas as anteriores, e
analisemos a maxima das satisfacbes minimas (principio do maxmin na determinacdo do nucléolo): (4,5; 5,0; 4,5),

(4,2;5,6;4,2), e (4,0;6,0;4,0) . Calculemos e(x,S) = c(S) — X;es Xi ,exceptoparaS =@ eS = N.

e(x,S) Ordenacéo ndo decrescente

(4.5:5,0;45) | (42;56;42) | 40;60;4,0) | (45 50;45) | (42,5642 | 40;6,0; 4,0)
1) 5 05 0,8 1 0,5 0,2 0

{2} 8 3,0 2,4 2 0,5 0,2 0
{3} 5 0,5 0,8 1 0,5 0,8 1
{1,2} 10 0,5 0,2 0 0,5 0,8 1
{1, 3} 10 1,0 1,6 2 1,0 1,6 2
{2, 3} 10 0,5 0,2 0 3,0 2,4 2
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Verifica-se que a solucéo (4,5; 5,0; 4,5), correspondente ao Nucléolo, € lexicograficamente a maior, como se esperava, € em
gue a satisfacdo minima (o excesso) é maxima.

O valor de Shapley, dada a sua natureza penaliza mais o jogador 2, pois € o0 que tem custos mais elevados se actuar sozinho,
(quem mais ganha com a cooperacao contribui mais para quem menos ganha com ela) enquanto o nucléolo da um valor mais
igualitario entre os jogadores, independentemente de quem custa mais ou menos. Um bom entendimento das condi¢cdes do
problema ajuda a escolher a opcédo mais apropriada.

Exemplo 33. Aplicando o procedimento descrito atras, o nucléolo do exemplo 31 (tarifa no aeroporto) é: (50; 50; 300). A
solucéo de Shapley é, como se viu, (200/6; 350/6; 1850/6) = ( 33,3; 58,3, 308,6). Consideremos ainda uma outra solucéo, por
exemplo, (40; 55; 305), e facamos uma analise semelhante para comparar 0os excessos em termos lexicograficos.

e(x,S) Ordenac&o n&o decrescente
505050 50:50 30

{1} 100 50 66,7 60 50 33,1 40

{2} 150 100 91,7 95 50 58,1 55

{3} 400 100 91,4 95 50 58,4 55

{1, 2} 150 50 58,4 55 50 66,7 60
{1, 3} 400 50 58,1 55 100 91,4 95
{2, 3} 400 50 33,1 40 100 91,7 95

Verifica-se novamente que a solucdo (50; 50; 300), correspondente ao Nucléolo, € lexicograficamente a maior, como se
esperava, e em que a satisfacdo minima (0 excesso) € maxima.
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O valor de Shapley, dada a sua natureza, beneficia mais o jogador 1, pois € o que tem custos mais baixos se actuar sozinho,
(quem mais ganha com a cooperacédo contribui mais para quem menos ganha com ela) enquanto o nucléolo da um valor mais
igualitario entre os jogadores, independentemente de quem custa mais ou menos. Portanto, conclusdes semelhantes as
anteriores.

Exemplo 34. Considerando o exemplo 20, vimos no exemplo 29 que o ndcleo é constituido apena por um ponto: (1000; 0; 0). O
nucléolo deste jogo é também o ponto (1000; 0; 0) (o nucléolo esta contido no nucleo, sendo este ndo vazio), ou seja, estes dois
conceitos de solugdo imputam totalmente ao jogador 1 os resultados do jogo, 0 que parece um contrassenso, ja que este
sozinho ndo consegue rentabilizar a sua descoberta. O valor de Shapley é (4000/6; 1000/6, 1000/6), e faz neste caso uma
distribuicdo mais equitativa, e viabilizando o negdcio. Este tipo de situacgao justifica talvez a principal critica ao nucléolo.

18. Outros Conceitos de Solucao

O Nucleo é um conceito bastante intuitivo e facil de calcular, mas levanta alguns problemas na sua utilizacdo, devido a sua
pouca equidade nalguns casos, podendo mesmo ndo existir, noutros casos. Ja o valor de Shapley tem uma logica bastante
robusta, ao imputar a cada jogador o seu contributo marginal, é de facil utilizacdo, embora o seu calculo seja bastante laborioso
qguando o numero de jogadores € elevado, mas tem o inconveniente de por vezes ndo pertencer ao nucleo, isto €, ndo ser uma
solucdo ndo dominada e a coberto de ameacas a formacao de outras coalizdes. O nucléolo tem também uma logica bastante
robusta, mas, para além de o seu célculo ser também bastante laborioso, as suas solu¢des nem sempre incorporarem,
adequadamente segundo alguns, o contributo dos diversos jogadores. Por outro lado, podem ocorrer situagcdes como a do
exemplo anterior (exemplo 34). Mas ndo h& duavida que o nucléolo e o valor de Shapley sdo os dois conceitos de solu¢cdo mais
consensuais e, por isso, mais utilizados. Tém também a vantagem de serem bastante intuitivos e faceis de interpretar
(juntamente com o ndcleo), o que faz deles, na nossa opinido, os mais importantes. No entanto, existem outros, cujos principais
indicaremos brevemente a titulo meramente informativo.

18.1 Conjunto-solucao de Neumann-Morgenstern

O Conjunto estavel, também conhecido como Conjunto-solugdo de J. von Neumann-Morgenstern, NM (v), foi o primeiro
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conceito de solugéo proposto para jogos cooperativos com mais de 2 pessoas, proposto pelos seus autores em 1944. O
conjunto estavel baseia-se no conceito de dominancia, ja abordado atrés, e € constituido pelas imputacdes que satisfazem
as propriedades seguintes:

» Estabilidade interna. Nenhuma imputa¢&o no conjunto estavel € dominada por qualquer outra imputagdo nesse conjunto;

» Estabilidade externa. Qualquer imputagdo fora do conjunto estavel é dominada por pelo menos uma imputacdo neste
conjunto.

J.von Neumann e O. Morgenstern viram no conjunto estavel uma espécie de conjunto de normas e comportamentos
aceitaveis numa sociedade. Nenhum comportamento é claramente preferido por outro, no entanto, para qualquer
comportamento inaceitavel existe sempre um outro aceitavel que é preferido como alternativa.

Como se pode entender, esta definicdo é de caracter muito geral e levanta algumas dificuldades de aplicacdo. O conjunto
estavel é em geral dificil de encontrar. Outra dificuldade do conjunto estavel de von Neuman-Morgenstern reside no facto de
ndo estar garantida a sua existéncia (Lucas, 1969) nem a sua unicidade (Lucas, 1992). Por isso este conceito ndo é muito
utilizado, tendo surgido outros conceitos depois deste, alguns deles ja analisados.

18.2 Conjunto-negociacao

Uma das dificuldades apontadas aos anteriores conceitos de solugédo é que ndo espelham o que se passa ao longo do jogo,
nomeadamente no processo de negociacdo. O conjunto-negociacédo (bargainning set), devido a R. Aumann e a M.
Mascheler (1961), é obtido considerando o processo de discussdo e ajustamento que pode ter lugar durante um jogo
cooperativo, tendo em conta as possiveis ameacas ou objeccdes e contra-ameacas que podem ser feitas pelos varios
jogadores.
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Defini¢c&o. Designa-se por estrutura de coalizdo de um jogo de n -pessoas uma particdo do conjunto n dos jogadores, isto €,
T == {Tl, Tz, ey Tm}

O conjunto dos jogadores é dividido em coalizdes mutuamente disjuntas, ou seja, sem elementos comuns. Supondo que
essa estrutura se verifica, entdo o valor obtido por cada coalizédo Ty, com k = 1, ..., m, e dividido pelo seus membros, € dado
por v(T;). Resta saber como sera dividido.

Definicdo. Uma configuracdo de recompensas (payoff configuration), ou alocacéo de resultados, é um par do tipo
(x; T) = (x1,%x2, ..., Xp; T1,To, ..., Tpp),

em que T é uma estrutura de coalizdo e x é um vector de resultados que satisfaz a relacéo
Yier, Xi =v(Ty), parak =1,2,..,m. (2.32)
Para ser aceite, uma condicéo é que a configuracao de recompensas satisfaca a racionalidade individual, ou seja, verifique
x; > v({i}),VieN (2.33)

Outro requisito possivel € que nenhuma coalizdo T, se formard se alguma das suas subcoalizdes puder obter mais do que a
recompensa dada por x, devendo, por isso verificar-se

YiesXi =v(S) para ScTeT (2.34)

Quando uma configuracdo de recompensas verifica (2.33), diz-se individualmente racional (c.r.i.r.) e quando satisfaz (2.34)
diz-se coalizionalmente racional (c.r.c.r.).
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Exemplo 35. Para ilustrar este aspecto, da estabilidade, da c.r.c.r., considere-se um jogo simples de 3-pessoas, em que as
coalizbes com mais de um elemento tém o valor 1 e as restantes tém o valor zero. Trata-se de um jogo normalizado (0,1),
com a seguinte funcdo caracteristica: v(@) =v({1}) = v({2) = v({{3h =0 e v({1,2}) = v({1,3})= v({23}) =
v({1,2,3) = 1.

Formando-se a coalizéo {1, 2}, € natural a alocacédo (1/2, 1/2, 0). Porém, qualquer dos dois jogadores pode procurar obter
mais do outro ameacando juntar-se ao jogador 3 se a sua pretensdo nao for satisfeita. Isto €, por exemplo o jogador 1 pode
ameacar com a coalizdo {1, 3}, obtendo, por exemplo, uma alocagéo (3/4, 0, 1/4). Perante esta ameaca, ou objecc¢do, 0
jogador 2 pode combaté-la chamando a atencdo que nestas circunstancias tentard avancar com uma coalizdo {2, 3},
oferecendo ao jogador 3 um valor de 1/2, através da alocacgéo (0, 1/2, 1/2). Portanto, o jogador 2 tem uma contra objecc¢éao,
ou contra-ameaca que “protege” o seu ganho de 1/2.

Isto pode ser expressa matematicamente. E o que faremos de seguida.

Definicdo. Seja T = {T4,T,, ..., T} uma estrutura de coalizdo, e K uma coalizdo. Entdo, os parceiros (partners) de K na
estrutura 7' sao os elementos do conjunto

P(K; T)={i:i €Ty, T N K + 0} (2.35)

Obtida uma c.r.c.r., quando ou que condi¢cdes deve ter para ser estavel? Em primeiro lugar, se for uma imputacéo
pertencente ao nucleo do jogo, obviamente que sera estavel, no sentido em que ndo havera nenhuma outra coalizdo com
poder suficiente para altera-la, ja que a imutacdo ndo é dominada através de qualquer outra coalizdo (pertence ao nucleo).
Mas se o nucleo for vazio, a situacdo muda de figura.

Ou seja, um jogador i é parceiro de K na estrutura T se ele pertence a mesma coalizdo T; que alguns membros de K. A
ideia subjacente ao conceito de parceiro € que os membros de K para garantirem a sua remuneracao na c.r.c.r. (x; )
apenas necessitam do consentimento dos seus parceiros e de mais ninguém.
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Definicdo. Seja (x; ) uma c.r.c.r. para o jogo (N,v), e K e L dois subconjuntos ndo vazios e disjuntos de algum Ty € 7.
Uma objeccédo de K contra L é uma c.r.c.r. (y; U) a satisfazer:

P(K;UWNL=0 (2.36)
Yi> X VieK (2.37)
Yi = X, Vi € P(K;U) (2.38)

Definicdo. Seja (x; ) uma c.r.c.r. para o jogo (N,v), e K e L dois subconjuntos ndo vazios e disjuntos de algum Ty € T.
Seja (y; ‘U) uma objeccado de K contra L. Uma contra objeccdo de L contra K € uma c.r.c.r. (z; V) a satisfazer:

K ¢ P(L;V) (2.39)
zZ; > X, Vi € P(L, V) (240)
zZ; 2 Y Vi € P(L, V) n P(K, U) (241)

Em sintese, os membros de K, na sua objeccdo contra L, reivindicam que podem ganhar mais mudando para uma nova
c.r.c.r., e que os novos parceiros irdo concordar. Os membros de L podem contra objectar desde que Ihes seja possivel
encontrar uma terceira c.r.c.r. de acordo com a qual eles e 0s seus parceiros tenham ganhos pelo menos iguais aos que
tinham originalmente. Caso seja necesséario “mobilizar” alguns parceiros de K para o efeito, eles possibilitar-lhe-do ganhos
pelo menos iguais aos da objeccdo c.r.c.r.. Note-se que pode eventualmente ser necessario para L mobilizar alguns
membros de K como parceiros, mas nao obrigatoriamente todos.

Definicdo. Uma c.r.c.r. (x; T) é considerada estavel se perante qualquer objeccdo de K contra L, L tem uma contra-
objeccdo. O Conjunto-negociacao, B, € o conjunto de todas as c.r.c.r.’s estaveis.
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Como esta definicdo deixa em aberto a questdo do numero de jogadores que podem fazer objeccdes e contra objeccdes,
especifica-se 0 conjunto-negociacdo como B;, como sendo o0 conjunto de todas as c.r.c.r.’s (x; T) tais que, sempre que
qualquer coalizdo K tenha uma objeccdo contra a coalizdo L, existe pelo menos um membro de L que tem uma contra
objeccdo. Tem-se ainda que B c B; (Owen, obra citada).

Definicdo. Diz-se que uma objeccdo faz sentido ou se justifica, quando ndo existe relativamente a ela qualquer contra
objeccdo.

O conjunto-negociacao € constituido pela unido do conjunto das imputacdes que ndo tém objeccdes e o conjunto das
imputacdes que tém objeccdes, mas nédo justificadas. Se imaginarmos o0 processo negocial, o conjunto-negociacdo constitui
0 conjunto das imputacdes que restam depois de eliminadas as que tém uma objeccéo e essa objeccéo € justificada (OWEN,
1968). Desta definicdo resulta que o Nucleo, caso exista, esta contido no conjunto-negociacdo. Portanto, o conjunto-
negociacdo é um conjunto estavel. No caso de o nucleo ndo existir, existe ainda a possibilidade de encontrar solugdo no
conjunto-negociagdo, o0 que constitui uma vantagem em relagdo aquele. No entanto, apresenta muitos dos seus
inconvenientes, nomeadamente no seu calculo, por um lado, e pelo facto de poder ndo ser unico, por outro.

Exemplo 36 (R. J Aumann e M. Maschler). Considere-se o seguinte jogo (ndo superaditivo): v(@) = v({1}) = v({2}) =
v({3}) = v({1,2,3}) = 0; v({1,2}) = v({1,3}) = 100; v({2,3}) = 50.

A distribuicdo x = (80, 20,0) através da coalizdo {1,2} tem uma objeccao do jogador 2, dada por y = (0, 21, 29) através da
coalizdo {2, 3}. Estamos perante uma objeccédo (do jogador 2) a X que ndo tem contra objeccdo (do jogador 1), isto é, que se
justifica.

A distribuicdo x = (75, 25, 0) através da coalizdo {1,2} tem uma objeccdo do jogador 2 dada por y = (0, 26, 24) através da
coalizdo {2, 3}. Estamos perante uma objeccéo do jogador 2, mas existe uma contra objeccdo do jogador 1 avancando com
z = (75, 0, 25) através da coalizdo {1, 3}, ou uma objeccédo do jogador 1 dada por y = (76, 0, 24) através da coalizdo {1,3},
gue tem uma contra objeccéo do jogador 2 dada por z = (0, 25, 25) através da coalizéo {2,3}.
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18.3 Kernel

O kernel, designado por K(v), foi introduzido por Davis e Maschler (1965), esta relacionado com o conjunto-negociacao.
Esta baseado na ideia basica de desvio ou reclamacdo. Considere-se um jogo (N, V) cooperativo, e o par de jogadores
k,l € N, e defina-se o excedente do jogador k contra o jogador l na alocagdo x = (x4, X2, ..., X, ), nd0 necessariamente
uma imputacéo, da seguinte forma:

Ski(x) = k'gS%CS{V(S) — YiesXi} (2.42)

Ou seja, 0 maximo que o jogador k pode conseguir, nas melhores circunstancias, a partir de X sem contar com a cooperacao
de L.

Intuitivamente, o jogador k tem mais poder negocial do que o jogador [ relativamente a uma alocacéo x, e representa-se por
k> 1 se

Sk1(x) > sy (%) e x> v({l})

Em certo sentido, se k > [, isto significa que k tem um certo poder sobre I, que este ndo pode contestar. O que ndo acontece
se x; = v({l}), pois neste caso I pode obter um ganho idéntico exclusivamente a sua custa, ficando por isso imune ao poder
de k.

O kernel € dado por:

Kw) ={x € X(v): sj;(x) = s;(x),Vk,l € N} (2.43)
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Portanto, nas alocacdes dadas pelo Kernel, todos os jogadores estdo numa espécie de “equilibrio bilateral” (Roberto
Serrano, 1999), na medida em que as aloca¢es de cada um em relagcdo aos outros estdo igualizadas. Dito de outro modo,
no Kernel estdo todas as imputacdes onde nenhum jogador tem mais poder negocial sobre qualquer outro. O kernel &
sempre ndo vazio e contém o nucleo, se este existir. Levanta também dificuldades de aplicacéo.

Nota. Quando nas expressfes anteriores a alocacédo é uma pré-imputacao, isto €, ndo é exigida a racionalidade individual,
fala-se, por vezes, em pré-Kernel.

Exemplo 37. Considerando o jogo do exemplo 35, verifica-se que a imputacédo (1/3, 1/3, 1/3) pertence ao kernel.

19. Aplicacdes de Jogos Cooperativos

A teoria dos jogos cooperativos tem imensas aplicacdes. Desde logo o desenvolvimento de actividades e negécios que
envolvam varios agentes e/ou operadores (jogadores) e seja necessario repartir os custos ou resultados que sejam de
natureza comum. Empresas industriais que partilham infraestruturas comuns, aeronaves diferentes que utilizam o mesmo
aeroporto, ou individuos que tém interesse em desempenhar actividades em conjunto, por exemplo, defrontam-se em geral
com a questéo da distribuicdo dos custos comuns ao conjunto.

19.1 Distribuicdo dos Custos de Investimento numa Infra-estrutura Logistica

Exemplo 38 (Aplicagdo a industria petrolifera). Quando o nosso pais organizou a exposic¢ao internacional de Lisboa em
1998 (EXPO 98) houve necessidade de desactivar toda a area industrial de Cabo Ruivo, local onde iria decorrer a
exposicdo. Nessa area, quatro empresas petroliferas, Petrogal, Shell, BP e Mobil, dispunham de estruturas logisticas de
recepcao, armazenagem, movimentacao e expedicdo de combustiveis, que abasteciam a regido centro do pais.
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Dada a imposicdo de abandonar a area, punha-se a questédo de criar novas estruturas para o efeito, o que poderia ser feito
individualmente, ou em conjunto, tirando partido das economias de escala, por um lado, e da dificuldade de encontrar locais
adequados, com ligacdo a terminais de combustiveis, ou refinarias. No final haveria que distribuir, de forma aceitavel pelas
partes, 0s custos de investimento que uma solugao conjunta implicava. Tratava-se claramente de um jogo cooperativo de 4-
Pessoas, em que se podia aplicar a metodologia apresentada. A solugdo encontrada, independentemente da forma como foi
conseguida, consistiu na criagdo de uma estrutura logistica instalada em Aveiras de Cima, conselho de Azambuja, ligada
através de um pipeline multiprodutos a refinaria de Sines, participada pelas quatro empresas referidas. A entidade
empresarial criada para o efeito foi a Empresa CLC — Companhia Logistica de Combustiveis, SA.

Vejamos, através de numeros ficticios, embora realistas para este tipo de infra-estruturas, e que poderiam ser solucdes
para o problema, o que nao foi o caso, utilizando o valor de Shapley e o Nucléolo. O valor do investimento total para uma
infra-estrutura deste tipo, para servir as necessidades das 4 empresas, assumiu-se ser de 250 milhdes de euros. Esta infra-
estrutura, que inclui um pipe-line multiproduto entre Sines e a Instalacdo em Aveiras, um parque de armazenagem,
movimentacgao e expedicao e os edificios administrativos e de controle e gestdo das operacdes.

As componentes operacionais estdo naturalmente associadas & dimensdo do complexo, enquanto as partes comuns sao
praticamente idénticas, qualquer que seja a sua dimenséo. O ajustamento dos custos de investimento foi feito com base

A . . P . . ~ . P
nos parametros de escala usuais nesta industria, de cerca de 0,6, considerando uma expressao do tipo Invy = Inv, (P—l)ﬁ ,
2

em que Inv,; é o investimento associado a capacidade P4, Inv, é 0 investimento associado a capacidade P, e f € 0
parametro (elasticidade) de escala, que na industria petrolifera é de cerca de 0,6. Atendendo as necessidades de cada
empresa, em funcdo do seu posicionamento no mercado, estabeleceu-se o investimento para cada possivel parceria
(coalizéo), partindo do valor de 250 milh&es para um projecto envolvendo todas as empresas.

A funcéao caracteristica (custos em milhdes de euros) obtida no final foi a seguinte:

c({}) = 0;c({1}) = 165;c({2}) = 110; c({3}) = 80; c({4}) = 65;c({1,2}) = 210;c({1,3}) = 195; c({1,4}); 185;c({2,3}) =
145;¢({2,4}) = 135;¢({3,4}) = 110; c({1,2,3}) = 235;¢({1,2,4}) = 225;¢({1,3,4}) = 210; c({2,3,4}) =
165; c({1,2,3,4)) = 250.
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Apesar de envolver quatro jogadores, o nucléolo obteve-se rapidamente, dado que obtivemos solucdo Unica, e o primeiro
problema de PL deu logo a solucéo final, que se encontra no quadro abaixo, tal como o valor de Shapley:

YOoddl  Nuckéolo | V.Shapley
empresa | valor 1% | canre 1% Lvalor |5 cario 1% _

Emp. 1 106,25 42,5 58.75 35,6 113,75 45,5 51,25 311
Emp. 2 61,25 24,5 48,75 44,3 63,75 25,5 46,25 42,0
Emp. 3 46,25 18,5 33,75 42,2 42,08 16,8 37,92 47,4
Emp. 4 31,25 14,5 28,75 44,2 30,42 12,2 34,58 53,2

Verifica-se que o valor de Shapley aloca custos mais elevados aos jogadores “mais importantes”, e menores custos aos
jogadores “menos importantes, relativamente ao Nucléolo. No entanto, em termos praticos as diferengas ndo sdo muito
significativas. Verifica-se que ambas as soluc¢des pertencem ao Nucleo, ou seja, sdo ambas solu¢bes ndo dominadas, o que
siginifica que este (Nucleo) € um conjunto com um numero infinito de solucdes.

Nota. Podemos transformar o jogo original num jogo normalizado ou num jogo normalizado (0; 1), através de uma
transformacdao linear, como vimos atras, e calcular no novo jogo o valor de Shapley ou nucléolo. Para obter estas solucées
no problema original basta “desfazer” a transformacéo linear que levou a passagem de um jogo ao outro.
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19.2 Distribuic&o de custos numa Arvore Geradora Minima

Exemplo 39. Quando se estabelecem de raiz de redes de comunicacdes, redes rodoviarias, redes de irrigacdo, etc.,
pretende-se em geral determinar uma Arvore Geradora Minima (AGM), ou seja, uma arvore que inclua todos os vértices,
mas que tenha um comprimento total minimo. Este comprimento pode referir-se a distancias, custos, tempos, etc. Uma
arvore de um grafo, como se sabe, tem n vértices e n-1 arestas, ou seja todos os vértices estdo ligados com o menor
nuamero possivel de arestas (liga¢gdes). Em muitos caso, para além se pretender determinar a arvore geradora minima €&
necessario imputar os custos aos vértices (a n-1 vértices que tém de ser ligados a um vértice original). Esse problema néo é
geral resolvido pela obtencdo da AGM, embora os valores na arvore obtida indiquem uma solu¢do admissivel. Como se
referird mais a frente, a ventilacdo dos custos pode ser resolvida através da obtencédo da solucdo de um jogo cooperativo.
llustremos com um exemplo numeérico.

Os responsaveis de uma regido pretendem construir uma rede de abastecimento de agua a quatro povoacdes (autarquias) a
partir de uma barragem existente na regido. As ligacdes possiveis, bem como os custos de investimento, em milhdes de
euros, nas condutas e nas estacdes de bombagem, associados as ligacdes séo os indicados na rede que se segue:

9
Q) (2)

Nota. B € a barragem, e 1, 2, 3 e 4 sdo as povoacdes a ser abastecidas.

10 9

O primeiro passo consiste em construir a funcéo caracteristica, que representa o custo envolvido com cada coalizdo. A
coalizdo {1} significa que a povoacdo 1 associa-se sozinha com a barragem para ser abastecida, suportando os custos de
investimento, e o melhor que consegue é um custo de 5 milhdes. Por sua vez a grande coalizdo envolve uma parceria das
gquatro povoacdes com a barragem e o custo € o que resulta da arvore geradora minima ou arvore minima de suporte ao
grafo com os cinco vértices. Aplicando o algoritmo de Prim, a arvore geradora minima tem um “comprimento” de 22 milhdes

de euros e tem a configuracdo seguinte:
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Trata-se agora de repartir este investimento pelas 4 autarquias. Verifica-se entdo que a funcdo caracteristica € obtida através
de obtencéo das diversas AGM’s para cada coalizdo, conjunto formado pelas povoacdes e pela barragem. Claro que neste
problema, face ao pequeno numero de vértices, as arvores sao faceis de construir. Assim, vem:

c({) =0;c({1}) = 5;c({2D) =8;c({3) = 4 c({4) = 9,¢c({1,2}) =13;c({1,3D = 7; c({1,4}) = 14,¢c({2,3}) =
12;¢({2,4}) = 15;¢({3,4}) = 13;¢({1,2,3}) = 15;¢({1,2,4}) = 20;¢({1,3,4}) = 16;c({2,3,4}) = 19; ¢({1,2,3,4}) = 22.

Depois da resolucdo, obtém-se os valores de Shapley e o Nucléolo, que neste caso coincidem e indicam a seguinte
distribuicdo dos custos de investimento:

. Povoacéao 1: 4 (individual = 5) milhdes de euros;
. Povoacao 2: 7 (individual = 8) milhdes de euros;
. Povoacao 3: 3 (individual = 4) milhdes de euros;
. Povoacao 4: 8 (individual = 9) milhdes de euros.

Relativamente a opcéo individual, com esta solucdo, cada povoacéo obtém, através da cooperacao na grande coalizdo, uma
economia de 1 milhdo de euros.
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As solucdes encontradas — valor de Shapley e Nucléolo — pertencem ao nacleo, como é facil de verificar. Alias, Granot e
Huberman (1981) mostraram que o nucleo de um jogo com esta estrutura nunca € vazio. Além disso, uma solucao,
pertencente ao nucleo (ndo dominada), de grande simplicidade, e de leitura imediata, € que se obtém considerando o valor
(custo de investimento neste caso) associado ao arco emergente a cada nodo da rede, excepto naturalmente, o nodo que
representa a barragem. Neste caso temos: nodo 1 — 3; nodo 3 — 4; nodo 2 — 8; nodo 4 — 7, solucdo que relativamente a
anterior retira 1 milhdo de euros a cada uma das povoacfes 1 e 7, em detrimento das povoacbes 2 e 3. Claramente a
solucdo do nucléolo e de Shapley € mais equilibrada, pois distribui a economia conseguida na solu¢do conjunta por todos
igualmente, enquanto esta solucéo distribui as mesmas economias apenas pelas povoacoes 1 e 4.

19.3 O Problema da Insolvéncia e o mistério religioso no Talmud

Um dos exemplos classicos da teoria dos jogos cooperativos € o designado em inglés por “bankruptcy problem”, ou
problema da insolvéncia. Este problema pde-se quando uma entidade, uma pessoa singular ou uma empresa, por exemplo,
tem um patrimonio (activos) que é insuficiente para pagar as suas dividas (passivos). A guestao principal € como distribuir o
patrimonio (massa falida) pelos diversos credores. Como se sabe, este problema pode ter varias solu¢des, dependendo das
leis do pais ou das condi¢gbes contratuais em que foram contraidas as dividas, podendo haver credores preferenciais, ou
nao.

Genericamente, um problema de insolvéncia (bankruptcy problem) & definido como um par (E; dq,d>, ...,d,), onde E
representa o patrimonio disponivel e dq,d,, ..., d,, 0 montante em divida aos credores 1,2, ..., n, respectivamente. Supfe-se
gue as dividas séo ordenadas de forma ndo decrescente, isto €, 0 < dq < d, < --- < d,, € que 0 patrimonio é inferior ao total
das dividas, d, isto é, E < dq4,+d, + -+ d,, = d, caso contrario ndo haveria problema de insolvéncia.

Uma divisdo do patriménio € um vector (xq,Xx3,...,X,), cOm x; = 0, com qualquer i =1,2,..,n, € x;+Xx3+ -+ x, =E.
Podem ser propostas varias solucdes para a reparticdo do patrimonio:

o . ) d; .
Diviséo Proporcional: cada credor i recebe x; = j E, Vi=12,..,n
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Esta € uma solucdo frequente, prevista nas leis modernas, e, por isso, muito considerada pelos sistemas judiciais. A
racionalidade subjacente a este critério € que cada unidade monetéaria de divida deve ser tratada da mesma forma; existe o
primado da unidade monetaria sobre a pessoa (credor). Mas néo € 6bvio que este seja 0 Unico critério “justo” ou razoavel
para fazer a distribuicdo. Por exemplo, podemos encarar uma divisao igual por todos, ou seja:

o L . E . E
+ Divisdo Equitativa: cada credor i recebe o mesmo, X; = o Vi=1,2,..,ned; > -

Esta divisdo faz algum sentido sobretudo se o patriménio € inferior a menor das dividas, isto é, E < d4, pois todos reclamam
a totalidade do patrimonio e pode pensar-se que a divida acima desse valor € irrelevante, pois ninguém recebe mais do que
existe para distribuir.

» Divisdo Equitativa com Limitacdes nos Ganhos: cada credor recebe o0 mesmo montante, mas nenhum recebe mais do
gue reclama, isto €, do que a sua divida. Em termos simbdlicos, um valor a tal que

min(d,,a) + min(d,,a) + -+ min(d,,a) = E
e cada credor i recebe o montante dado por min(d;, a). Prova-se que o valor a existe sempre e € Unico.

+ Divisdo Equitativa das Perdas: cada credor fica com a mesma perda. Como o total de perdas € igual a d — E, estas séo
divididas igualmente pelos credores, recebendo cada credor i o montante x; = d; — (d —E)/n, com d{=>(d—E)/n,
pois nao faz sentido o contrario.

« Divisdo Equitativa com LimitacBes nas Perdas: cada credor tem a mesma perda, mas nenhum perde mais do que
reclama, ou seja, a perda individual é limitada pelo montante reclamado.

99



ISEG — CURSO DE MAEG 2019/20 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

Esta regra € semelhante a Divisdo Equitativa com Limitagcdes nos Ganhos, s6 que em vez de se distribuir o patrimonio
distribuem-se as perdas, devendo cada um receber o montante em divida menos a perda distribuida. Verifica-se, pois, que
podemos imaginar diferentes solucdes para distribuir o patrimoénio pelos credores.

O problema da insolvéncia ja € muito antigo, e aparece relatado, ha mais de 2000 anos atras, no livro Babildénico Talmud, livro
gue contém a compilacdo das antigas leis e tradicbes e serve de base para a religido, leis civis e criminais judaicas, e que
constitui talvez a primeira e mais interessante antecipacdo da teoria dos jogos cooperativos. Assim, um dos problemas
discutidos no Talmud, também conhecido como problema do contracto de casamento, € o de um sujeito que morre e
estabelece a divisdo do seu patrimonio pelas suas trés mulheres, devendo a primeira receber 100, a segunda 200 e a terceira
300 unidades monetarias (u. m.). O Talmud recomenda que no caso do patriménio ser de 100 u. m., cada mulher deve
receber um terco. Caso o patrimonio seja de 200 u. m., a primeira recebe 50 e os restantes duas, 75 cada. No caso de o
patrimonio ser de 300 u. m., entdo a distribuicdo deve ser: 50 u. m. para a primeira mulher, 100 u. m. para a segunda e 150 u.
m. para a terceira. Este mesmo problema punha-se em geral para a distribuicdo das herancas ou na divisdo do patrimonio
pelos credores quando aquele é insuficiente para solver 0s compromissos para com estes.

Este problema, e a explicacao da eventual racionalidade que esta subjacente as reparticdes indicadas, deu origem a uma das
mais fascinantes discussdes do problema da insolvéncia ao longo de séculos e s6 teve uma explicacdo cabal nos anos oitenta
do século vinte, a partir dos trabalhos de Aumann e Maschler, através da Teoria dos Jogos.

De facto, chegou a pensar-se que a reparticdo equitativa do patrimonio quando este era de 100 u.m. poderia dever-se ao
facto de ser um valor pequeno e ndo valer a pena fazer uma reparticdo diferente, para além de fazer sentido, enquanto critério
de reparticdo proporcional, ao distribuir metade da divida a cada credor, quando o valor atingia os 300, também né&o oferecia
davidas, e parecia fazer sentido, embora pudesse parecer inconsistente com o anterior, mas isso poderia ter a ver com menor
dimenséo do primeiro. J4 a reparticdo das 200 u. m. permanecia um mistério, aventando alguns mesmo a hipétese de ser
fruto de erros na transcricéo dos textos ou nas suas traduc¢des do hebraico antigo.

No entanto, nos anos oitenta, Robert Aumann (que seria laureado com o prémio Nobel da Economia em 2005) e Michael
Maschler escreveram um paper, Game Theoretic Analysis of Bankruptcy Problem from the Talmud, 1985, onde anunciavam
gue tinham desvendado o mistério, e sugerindo que ndo havia erros nem inconsisténcias na resposta do Talmud.
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O problema posto no Talmud, e referido atras, teria sido inicialmente proposto por Shlomo Aumann, filho de Robert Aumann,
um estudante de Direito (0 pai, Robert Aumann, era matematico de formacao e estudioso de Economia Matematica) e um
“académico talmudico” (scholar talmudic), sendo estudante de uma Yechivat (Instituto Judeu de Ensino Superior).

Como Shlomo foi chamado para o servigco activo de reserva em 1982 no Libano, tendo sido morto, com 24 anos, numa
operacdo militar, ndo assistiu a explicacdo que apresenta a solucéo de tdo antiga questdo. Como homenagem, o artigo em
causa, referido atras, é-lhe dedicado pelos respectivos autores.

Os autores provaram que a resposta para cada divisdo do patrimoénio era o nucléolo de um jogo cooperativo — jogo da
insolvéncia - adequadamente definido.

Claro que o conceito de nucléolo é recente (1969) e ndo foi seguramente esse o principio estabelecido no Talmud ha mais de
2000 anos. Muitos investigadores e historiadores do judaismo tentaram, ao longo dos anos, descobrir o algoritmo que
poderia estar por detras da solucao preconizada no Talmud.

No entanto, um outro problema separado, e aparententemente independente (como se vera, s6 aparentemente), aparece
também referido no Talmud, conhecido como o “Contested Garment Problem”. Neste problem dois sujeitos reivindicam uma
peca de tecido (um activo, ou patriménio, em linguagem geral), um deles reinvidica metade e o outro a totalidade. O Talmud
da uma respota clara, sem ambiguidades, para este problema: o que reinvidica metade, recebe um quarto, ou seja, metade
do que pretende, e 0 que reclama a totalidade recebe a parte nao reivindicada pelo primeiro e metade da pretendida por
este, ou seja trés quartos. A regra subjacente é simples: a parte ndo reinvidicada por um vai totalmente para o outro; a parte
restante, que é reivindicada por ambos, é dividida igualmente. Esta regra é conhecida por Divisdo Equitativa da Soma
Contestada. Para diferentes reinvidagfes e diferentes patrimonios, tem-se:

Reivindicacéo

Reivindicacéo

Reivindicacéo

100 200 100 300 200 300

662/3 | 331/3 331/3 662/3| 331/3 331/3 662/3 |331/3 331/3
Activo 125 50 75 Activo 125 50 75 Activo 150 75 75
150 50 100 200 50 150 250 100 150
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Formalmente, dado um problema de insolvéncia, com patriménio E e dois credores, com dividas d; e d,, respectivamente,
emque 0 <d; <d, e 0<E <d;+d,, de acordo com a “Contested Garment Rule” ou Regra CG, a distribuicdo é feita da
seguinte forma:

Credor 1 recebe: xq; = max(0;E —d,) + % [E —max(0;E — d{) — max(0; E — d;)]

Credor 2 recebe: x, = max(0;E —dq) + % [E — max(0;E —dq{) —max(0; E — d,)]

Diz-se entdo que a solugdo € consistente com a regra CG, ou CG-consistente, ou simplesmente Consistente. Esta regra foi
generalizada a um problema de insolvéncia (E; dq,d;, ...,d,), com 0<dy{<d,<--<d, e 0<E<d;+d,+--+d, ,
dizendo-se que uma solucao
X1+x++x,=E

(sendo x; o montante a receber pelo credor i) € CG-consistente ou Consistente, se para todo o i # j, a divisdo x; + x;,
estabelecida pelam regra CG para as dividas d;, d; € (x;, x;). Intuitivamente, uma solucdo € consistente se para qualquer par
de credores, i e j, utilizarem a regra CG para proceder a divisao entre eles o montante total x; + x;, obtém o valor que lhes é
dado pela solucéo.

Aumann e Maschler (1985) provaram, através de um teorema importante, que num problema de divisdo patrimonial (problema
de insolvéncia) a Unica alocagéo que é consistente com a Regra CG é também o nucléolo do jogo cooperativo que |he esta
associado.

De um modo geral, o Jogo da Insolvéncia (N, v) correspondente ao problema da insolvéncia (E; d4,ds, ..., d,) é definido da
seguinte forma:

N ={1,2,...,n) é o conjunto dos n credores,
v(S) = max(0;E — Yjcp\sd;) ,VSCN (2.44)
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em que a fungéo caracteristica para cada coalizdo S representa o que essa coalizdo recebe depois de satisfeitos os créditos dos
restantes elementos fora da coalizdo (isto é, em N\S - complementar de S). Em linguagem simplista, podemos dizer, de forma
equivalente, que representa o que cada coalizdo espera receber sem recurso ao tribunal, ou seja o que sobra depois dos restantes
elementos (N\S) receberem as suas dividas.

Verifica-se facilmente que o jogo da insolvéncia satisfaz as seguintes propriedades:
i) v(N) =E

(i) v(N — {i}) = max(0; E —d;)

(i) v({i}) = max(0; E — Yjen_ dj) < d;

(iv diZE=>v(S)=0VScN-{i},i=1,2,..,n

Exemplo 40. Considere-se entdo exemplo referido no Talmud, com um patriménio de 200 u. m. e dividas de 100, 200 e 300
u. m., cuja solucao foi sempre a mais dificil de entender até a solucdo apresentada por Aumanne Maschler. Funcao
caracteristica:

v(9) =v({1}) =v({2}) = v({3}) = v({1,2}) = v({1,3}) = 0;v({2,3}) = 100;v({1,2,3}) = 200

Utilizando o método apresentado atras, através de resolucdo de sucessivos problemas de PL, obtém o nucléolo com x; =
50, x, =75 e x3 = 75, que corresponde a solucdo dada pelo Talmud. A titulo ilustrativo, comparemos agora, com este
mesmo patrimonio de 200 u. m., com as duas solu¢des alternativas, que correspondem a distribuicdo equitativa e a
distribuicdo proporcional, estabelecidas, respectivamente, para os patriménios de 100 e 300 u. m., e verifiquemos que a

solucdo do Talmud é aquela que minimiza a méaxima insatisfacao:

- (50; 75: 75) | (66,6: 66.7; 66,7) | (33,4:66,7; 100) W (50; 75; 75) | (66,6; 66,7; 66,7) | (33,4; 66,7; 100)

-66,6 -33,4 -33,4 -33,4

{2} 0 -75 -66,7 -66,7 -50 -66,6 -66,7
{3} 0 -75 -66,7 -100 -75 -66,7 -66,7
{1,2} 0 -125 -133,3 -100 -75 -66,7 -100
{1,3} 0 -125 -133,4 -133,4 -125 -133,3 -100

{2, 3} 100 -50 -33,4 -66,7 -125 -133,4 -133,4
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Esta mesma concluséo seria, obviamente, obtida para quaisquer outras solucdes diferentes consideradas.

Verifica-se novamente que a solucéo (50; 75; 75), correspondente ao Nucléolo, é lexicograficamente a menor (principio do
minimax numa funcdo de ganhos), como se esperava, e em que a insatisfacdo maxima (o0 excesso) € minima ou, de forma
equivalente se passarmos ao simétrico, a satisfacdo minima € maxima (principio do maxmin).

De forma semelhante, verificamos que os nucléolos correspondentes aos jogos de insolvéncia com o patrimoénio igual a 100
e 300 u. m. seriam, respectivamente, (100/3; 100/3; 100/3) e (50; 100; 150), ou seja, os indicados no Talmud.

A titulo de curiosidade, verificamos que o valor de Shapley para os casos em que o patrimonio € 100 e 300 da uma solucéo
idéntica. JA no caso em que o patrimonio € 200, a solucédo é diferente, embora também neste caso os credores 2 e 3
recebam o mesmo montante, 83,3, em vez de 75, a custa de menor valor para o credor 1.

Exemplo 41 (Insolvéncia). Considere-se que uma entidade esta insolvente, dispondo de um patriménio de 600 milhdes de
euros, mas tem dividas a quatro credores cujos montantes séo, respectivamente, 100, 200, 300 e 400 milhdes de euros.

a) Qual o montante a atribuir a cada credor sabendo que a distribuicdo da massa falida é feita de forma proporcional;

b) Qual o montante a atribuir a cada credor sabendo que a distribuicdo da massa falida é feita de forma equitativa com
limitacdo dos ganhos;

c) Qual o montante a atribuir a cada credor sabendo que a distribuicdo da massa falida € feita de forma equitativa com
limitac&o das perdas;

d) Sabendo que o montante a distribuir por cada credor, ou grupo de credores em associagdo, é 0 que resulta depois de
satisfazer os credores fora da coalizdo (associacao), isto € o problema é formulado como um “bankruptcy game”, qual o
montante a distribuir a cada credor de acordo com a solugéo proposta pelo nucléolo (minimizar a insatisfagdo maxima) e
de acordo com o valor de Shapley? Compare com os resultados anteriores

Trata-se de um problema de insolvéncia com 4 jogadores (credores), com dividas de 1 000 milh6es de euros, bem acima dos

600 milhdes de euros de patrimonio.
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A aplicagdo dos critérios a que se referem as alineas a), b) e c¢), a que poderemos chamar métodos empiricos, é
relativamente facil e consta da tabela a seguir apresentada.

A obtencédo do nucléolo e do valor de shapley exigem o estabelecimento do “bankruptcy problema” e definicdo da
correspondente funcéo caracteristica, de acordo com a formulacdo feita atrds. Tem-se entdo a seguinte funcao
caracteristica:

v(0) = v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = v({1,2}) = v({1,3}) = 0; v({1,4}) = v({2,3}) = 100;v({2,4})
= 200;

v({3,4}) = 300; v({1,2,3}) = 200;v({1,2,4}) = 300; v({1,3,4}) = 400; v({2,3,4}) = 500;v({1,2,3,6}) = 600

Resolvido através da PL, o valor do nucléolo é (50; 100; 175; 275). Ja o valor de Shapley é (58,3; 125; 175;
241,7).

Em sintese, os resultados obtidos foram os seguintes:

Distribuicdo de 600 milhdes de euros Credor 1-100 | Credor 2-200 Credor 3-300 Credor 4- 400

Proporcional

Equitativa dos ganhos 100 166,6 166,7 166,7
Equitativa das perdas 0 100 200 300
Nucléolo 50 100 175 275
Shapley 58,3 125 175 241,7

Relativamente ao nucléolo, a regra estabelecida para o exemplo do Talmud, indicada no anexo 1, pode ser
aplicada neste jogo de 4 jogadores, sendo facil indicar o montante a receber por cada credor em fungcédo do
patriménio disponivel, bastante generalizar a aplicacdo da regra. A titulo ilustrativo, refira-se que para um
patriménio inferior ou igual a 200, todos os credores recebem o mesmo. Para um patriménio de 500, isto é,

metade da divida, cada um recebe metade da sua divida. 105
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19.4 Tarifacdo de Aeronaves num Aeroporto

Ja indicamos atras, com um exemplo simples, como a teoria dos jogos pode ajudar a estabelecer as tarifas de utilizagcdo num
aeroporto pelos varios tipos de avides, que em geral exigem condigcdes operacionais diferentes. Este tipo de aplicacdes da
origem a problemas que envolvem muitos jogadores, que exigem softwares poderosos. Como em muitas situacdes o valor
da funcéo caracteristica resulta do valor que ela assume para o jogador “mais exigente” (avido que exige maior tamanho), o
problema pode ser simplificado, como vimos no exemplo atras referido.

Um exemplo pratico muito referido na literatura, da autoria de LITTLECHILD & THOMPSON (1977), foi uma aplicacdo ao
aeroporto de Birmingham (Inglaterra), em que os autores procederam a uma analise de custos de uso do aeroporto. Para tal,
construiram um jogo com 13572 agentes no qual o nucleo, devido a economia de escala na construcdo das pistas de
decolagem, se apresentou ndo-vazio. A seguir calcularam o nucléolo, o qual, no caso, determina a taxa para todas
aeronaves de diferentes tamanhos. Os resultados a que chegaram resumem-se no quadro que se apresenta a seguir e que
foi retirado de A Simple Expression for the Nucleolus in a Special Case, S. C. LITTLECHILD (1974).
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H C. Op./movt | C. Capital/ano Nucléolo | Nucléolo+ Fee Movt | Fees Mov. (1969-68)
a; (£) ¢ (£) x; (£) a; + x; (£) fi(£)
Fokker Friend. 27 5,23 65 899 7,89 13,12 5,80
Viscount 800 2 9 555 6,09 76 725 7,89 13,98 11,40
Hawker Sid. Trident 3 288 7,55 95 200 7,89 15,44 21,70
Britannia 100 4 303 7,71 97 200 7,89 15,60 29,80
Caravelle VLR 5 151 7,73 97 436 7,89 15,62 20,30
BAC 111 (500) 6 1315 7,79 98 142 7,89 15,68 16,70
Vanguard 953 7 505 8,13 102 496 7,89 16,02 26,40
Comet 4B 8 1128 8,32 104 849 7,89 16,21 29,40
Britannia 300 9 151 8,99 113 322 40,16 49,13 34,70
Convair Corronado 10 112 9,16 115 440 40,16 49,30 48,30
Boeing 707 11 22 9,34 117 646 103, 46 112,80 66,70
Totais Zmi 13572 m;a; = _ mix; = m;(a;+x;) = m;f; =
90 411 cn =117 676 117 667 208 078 208 087

Nota. As diferencas sao devidas a arredondamentos.
Observando as taxas pagas entre 1968 e 1969, verifica-se que houve subsidiagdo cruzada entre os varios tipos de

aeronaves, nomeadamente as aeronaves menores e maiores pagaram bastante menos, enquanto a maior parte das
aeronaves intermédias pagaram em geral mais do que os valores decorrentes da aplicacdo do nucléolo.
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Utilizando os dados dos autores, fizemos os mesmos calculos para o valor de Shapley, que constam do quadro seguinte, e
as conclusdes ndo sao muito diferentes, com a particularidade de para os trés tipos maiores de aeronaves essa diferenca
ser ainda maior, ou seja, beneficiarem ainda mais da “subsidiagao” cruzada. Estes calculos coincidem com o dos autores S.
C. LITTLECHILD e OWEN apresentaram no artigo A Simple Expression for the Shapley Value in a Special Case (1973).

Tipo Avido N2 movts/Avido | C.Op./movt | C.Capital/ano | V. Shapley | V. Shapley+ Fee Movt Fees Mov.

m; a; (£) c; (£) (1969-68)
fi(£)

Fokker Friend. 27 1 42 5,23 65 899 4,86 10,09 5,80
Viscount 800 2 9 555 6,09 76 725 5,66 11,75 11,40
Hawker Sid. Trident 3 288 7,55 95 200 10,30 17,85 21,70
Britannia 100 4 303 7,71 97 200 10,85 18,56 29,80
Caravelle VLR 5 151 7,73 97 436 10,92 18,65 20,30
BAC 111 (500) 6 1315 7,79 98 142 11,13 18,92 16,70
Vanguard 953 7 505 8,13 102 496 13,40 21,53 26,40
Comet 4B 8 1128 8,32 104 849 15,07 23,39 29,40
Britannia 300 9 151 8,99 113 322 44,80 53,79 34,70
Convair Corronado 10 112 9,16 115 440 60,61 69,77 48,30
Boeing 707 11 22 9,34 117 646 162,24 171,58 66,70

~ Totais Zmi — 13572 m;a; = _ mix; = m;(a;+x;) = m;f; =
90411 cp =117 676 117 676 208 087 208 087
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19. 5 Distribuicdo dos Custos de uma Barragem para Fins Multiplos

Suponha-se a construcdo de uma infra-estrutura, por exemplo uma barragem, mas em que € necessario atender a varios
objectivos: regularizacdo dos caudais de um rio para controle de enchentes, fornecer agua para irrigacdo e producéo de
electricidade. Se a sua construcéo tiver apenas em vista um dos fins referidos, os custos de investimento sdo diferentes Se
a construcdo for promovida por uma entidade publica, como é muitas vezes o caso, essa entidade pode decidir
arbitrariamente quais os custos a atribuir a cada finalidade, mas mesmo que o faca com alguma arbitrariedade € natural que
procure que essa atribuicdo tenha alguma racionalidade, quer por razées de boa gestéo e transparéncia quer até porque de
um modo geral envolve entidades e tutelas politicas diferentes, que ndo deixardo de defender os seus interesses. Se 0s
promotores forem entidades privadas, o problema pde-se igualmente, até com maior acuidade, pois cada uma tem
responsaveis (accionistas ou socios) cuja motivacao principal € o lucro e a quem € preciso prestar contas.

Neste caso temos agora 3 agentes cada um com interesses diferentes: por hipotese, o primeiro interessado na producao de
energia eléctrica, o segundo interessado na regularizacdo dos caudais e o terceiro interessado na contencdo de agua para
irrigacdo. Se o empreendimento for realizado tendo em conta, separadamente, cada um dos objectivos, naturalmente que
0s custos de investimento serdo bastante mais elevados do que os que decorrem de um empreendimento conjunto, isto é,
com fins multiplos. A questao que se pdem é entdo a seguinte: qual devera ser a distribuicdo de custos entre os 3 agentes
para que se construa uma soO barragem para atender conjuntamente aos trés objectivos, dado que dessa forma teriam um
ganho em relacdo ao custo que teriam se as barragens fossem construidas individualmente?

Exemplo 42. O custo de investimento de uma barragem visando exclusivamente a producao eléctrica estima-se em 1 000
u.m., ja o custo de um empreendimento tendo em vista exclusivamente a regularizacdo dos caudais é estimado em 800
u.m.; finalmente, o custo de uma represa visando exclusivamente as actividades de regadio custa 700 u.m.. No entanto se
as entidades se juntarem para fazer uma infra-estrutura visando satisfazer simultaneamente os trés objectivos o custo total
sera da ordem das 2 000 u.m., representado uma poupanca de 500 u.m.. Em todo o caso, podem ser feitas parcerias para
satisfacdo de apenas dois objectivos, cujos custos sao os seguintes: producdo de electricidade e regularizagao de caudais
em simultdneo com custo total de 1 600 u.m., producdo de electricidade e abastecimento de 4gua com custos totais de 1
500 u.m. e, finalmente, o abastecimento de agua e a regularizacdo de caudais envolve um custo total estimado em 1 400.
Ou seja, a existéncia de parcerias e consecucao simultdnea de varios objectivos possibilita poupancas no investimento a

realizar.
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O problema foi resolvido e a solu¢cdo encontrada para o valor de Shapley e para o Nucléolo coincide e é (800; 650; 550),
para as componentes eléctrica, regularizacdo de caudais e irrigacdo, respectivamente. A entidade responsavel pelo
empreendimento eléctrico pouca 200 u.m e as duas restantes poupam 150 u.m cada, em relacéo a solucao individual.

Também poupam em relacdo a qualquer parceria a dois. Verifica-se também que esta solucédo esta no nucleo, ou seja, é
uma solucédo ndo dominada, significando que pode ser considerada uma solucao “justa”.

Claro que estando o poder de decisdo num poder central, a sua aceitacdo pode ser imposta, ainda que com alguma
eventual resisténcia de algum agente, mas é um facto que esta é uma solucdo com racionalidade, pois distribui de acordo
com o contributo marginal esperado para os custos (valor de Shapley) e maximiza a satisfacdo minima (nucléolo), como
vimos quando abordamos estes conceitos. Por outro lado, qualquer dos agentes ndo encontra uma solucéo alternativa que
domine a solucéo proposta (pertence ao nucleo), pelo que esta, em principio, deve ser a preferida. Deste modo, o mediador
da questédo, podera utilizar estes argumentos, como forma de persuaséo, para levar os agentes a concordarem com a
deciséo.

Finalmente, uma breve referéncia a uma aplicacdo muito salientada na literatura, que foi proposta por Martin Shubik em
Incentives, Descentralized Control, the Assignement of Joint Cost and Internal Price, Management Science (1962), para
resolver algumas das dificuldades que a Contabilidade tradicional apresenta quando trata a distribuicdo dos custos
conjuntos, jA que os critérios utilizados em geral ndo apresentam formas descentralizadas de incentivos, as diversas
divisdes produtivas de um corporacéo, para a inovagao.

Segundo Shubik, a gestdo de uma organizagcdo deveria ter como objectivo implementar um sistema de incentivos que
valorizasse 0 mérito na assumpc¢ado de riscos, no processo de decisdo, e premiasse individualmente em funcdo dos
resultados da decisé@o para a organiza¢cdo como um todo. Uma forma de o fazer sera projectar uma forma de conformidade
dos objectivos individuais com os objectivos globais, de modo que a melhor decisdo individual coincida com a melhor
decisdo para a corporacdo como um todo. Este requisito nem sempre esta garantido pelos métodos tradicionais de
distribuicdo de custos oferecidos pela contabilidade convencional.
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Uma situacao tipica, e muito frequente, acontece quando uma decisédo pode provocar o aumento dos lucros da corporacéo,
mas ao mesmo tempo reduzir os resultados contabilisticos de uma sua divisdo, ou filial, por exemplo, devido a um
“‘downgrade” da capacidade produtiva desta divisao.

Os resultados liquidos da corporagdo podem ser vistos como o resultado agregado das suas unidades produtivas, os quais
sdo coordenados através de uma optimizacdo conjunta (por exemplo, uma empresa petrolifera, com varias refinarias).

Por sua vez, os conjuntos administrativos ou corporativos, que sdo conjuntos, devem ser rateados pelas unidades de
negoécio, de modo a conseguir a congruéncia entre o interesse local e o interesse global. Esta situacdo configura um jogo
cooperativo cujos agentes sdo centros de decisdo pertencentes a corporacao.

Claro que poderiam ser apresentados mais exemplos, tal como a distribuicdo de custos em redes de telecomunicagoes,
redes eléctricas, redes de gas ou redes de 4gua, em que o Optimo econdémico é atingido com uma Unica infra-estrutura,
como acontece nos monopolios naturais, mas em que é importante a existéncia de concorréncia entre operadores, em que a
teoria dos Jogos pode contribuir para encontrar melhores solucdes e até ser um precioso auxiliar nos sistemas de regulacéo
econdmica. Na literatura, encontramos muitas aplica¢cdes, mas estes ilustram bem a importancia dos jogos cooperativos na
Economia e na Gestéo, a semelhanca, alids, do que acontece com 0s jogos ndo-cooperativos.
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20. ANEXOS
20.1 Anexo A- Jogo Sequencial

Exemplo de um jogo sequencial (barreira a entrada com excesso de capacidade). As empresas 1 e 2 estdo a
estudar a possibilidade de entrar num mercado e dispdem cada uma de trés estratégias de investimento: Nao investir
(N), investir numa fabrica Pequena (P) e investir numa fabrica Grande (G).

O montante a investir numa fabrica pequena € de U$ 1 100 000, sendo a produ¢do maxima anual de 100 unidades. Se
o investimento for feito numa fabrica grande, o montante do dispéndio é de U$ 3 300 000, com uma capacidade anual
de 600 unidades, portanto, para além das necessidades do mercado, assumindo-se entdo que nao existe limitacdo de
capacidade face as necessidades. Assim, s6 a unidade pequena tem restricdo de capacidade. A realizarem-se o0s
investimentos ocorrem no ano inicial (ano zero).

Neste mercado o preco de equilibrio € funcdo da procura anual total, Q, assumindo-se a seguinte curva (linear) da
procura inversa: p =900—Q, em que p é o preco em U$. A producdo anual de cada uma das empresas, a
determinar, sera, respectivamente, para as empresas 1 e 2, Q1 € Q.. A curva da procura da procura, em funcédo das
producdes das duas empresas, pode entdo escrever-se na formap = 900 — Q1 — Q-.

Os custos operacionais sdo de 50 U$ por unidade, independentemente da quantidade.

Assume-se que ndo existem impostos e que a actualizacdo dos cash-flows operacionais (receitas menos despesas) é
feita a taxa de 5% ao ano em perpetuidade (assume-se que a duracao por ser muito longa se supde infinita).

O objectivo consiste em determinar e comentar a estratégia 6ptima para cada empresa em duas fases:
1. Assumindo que as decisdes das duas empresas sdo simultaneas (jogo estatico);

2. A empresa 1 decide em primeiro lugar se investe, e qual o tipo de fabrica, e a empresa 2 responde depois
com a sua estratégia (jogo sequencial), recorrendo a representacdo em arvore deste jogo sequencial de
duas empresas. 112
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O critério para cada empresa consiste em maximizar o Valor Actualizado Liquido dos cash-flows (VAL) ou Net
Presente Value em inglés (NPV).

Resolucédo. Recorrendo & microeconomia, vamos determinar os valores econdmicos (resultados) a cada par de
decisdes, isto €, associado a decisdo de cada empresa com 0s pressupostos referidos. Para tornar os célculos muito
simples e facilmente seguidos, iremos fazer mais algumas hipoteses simplificadores, que serdo referidas
oportunamente, mas que nao alteram o essencial para compreender o problema em questao.

Se a empresa i (i = 1,2), estiver sozinha no mercado o preco de equilibrio € p =900 — Q; e a sua receita é R; =
Q;(900 — Q;) = 900Q; — Q%, sendo o Cash-Flow Operacional (CF) CF; = R; —C; = Q;(900 — Q; — 50) = 850Q; —
Q?, cujos valor 6ptimos, apds maximizacdo, sdo Q; = 425 e CF; = 425 * (900 — 425 — 50) = 180 625. 0 preco de
equilibrio € p = 475. Esta producéo so €, naturalmente, compativel com uma fabrica grande.

Se a empresa i (i = 1,2), estando sozinha no mercado, investir numa fabrica pequena, entao, devido a restricdo de
capacidade, produz apenas Q; = 100,com um preco de equilibrio p =900 — Q; = 800, e uma receita R; = 100 *
800 = 80 000. O cash-flow anual vem entéo CF; = 100 * (900 — 100 — 50) = 75 000.

Para simplificar, o que néo altera o essencial do raciocinio, suponha-se que estes sédo valores que se verificam em
perpetuidade. Como a taxa de actualizacéo (desconto) é de 5% ao ano, o valor actualizado obtém-se dividindo o valor
anual por 0,05 (ou multiplicado por 20).Tem-se entéo:

VAL; = —-3300000+ 3612500 = 312,5 mil U$
VALp = —1100 000 + 1500 000 = 400, 0 mil U$

Suponha-se agora que ambas as empresas estdo no mercado. Nesta situacdo, o cash-flow anual da empresa i €
CF; = Q;(900 — Q; — Q, — 50). Vamos obter a melhor resposta para cada uma das empresas através da optimizagao.
Vem entéo:
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dCFy _ v _ « _ 850-Q;
T 900 -2Q;—Q;—50=0 e QF= >
aCFy P _ _ . _ 850-Qj
T 900 -Q;—2Q;—50=0 e Q5= >

A resolucdo deste sistema permite obter como solugfes Optimas Q3 = Q3 = 283, 3, e 0 precgo de equilibrio p = 900 —
Q1 —Q, =900 — 283,3 — 283,3 = 333, 3. Com estas produg¢des, os cah-flows anuais de cada empresa serdo CF; =
CF; = 283,3 x(333,3 — 50) = 80 277, 8 cujo valor acumulado actualizado é 1 605 556 U$ .

Mais uma vez, estas producdes sdo apenas compativeis com uma fabrica grande para cada empresa. Se essa for a
opcgao, vem

VALg, = VALg; = —3 300 000 + 1 605 556 = —1 694,4 mil U$

Se ambas estiverem no mercado mas com fabricas pequenas (restricbes de producao), cada uma pode produzir, no
maximo, 100 unidades, vindo Q7 = Q3 = 100, com um preco de equilibrio p =900 — Q1 — @, =900 — 100 — 100 =
700, sendo o cas-flow anual de cada uma delas CF; = CF; = 100 = (700 — 50) = 65 000.

Se esta for a opcao estratégica, depois de passar a valores actualizados, vem entao

VALp; = VALp, = —1 100 000 + 1300 000 = 200 mil U$

Finalmente, se ambas as empresas estiverem no mercado, mas uma delas investe numa fabrica grande (i) e a outra
investe numa fabrica pequena (j), a empresa que investe na fabrica pequena produz apenas 100 unidades, isto €,
Q; = 100, e tem-se para a empresa que investe na fabrica grande a seguinte resposta:
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CF; = Q;(900 — Q; — 100 — 50) = 750Q; — Q}

aCF;
a9Q;

=750-2Q;=0 e Q;‘=775°=375

As producbes Optimas sdo entdo Q; =375 e Q;j =100 (se i =1, entdo j = 2, e se i = 2, entdo j = 1), o preco de
equilibrio € p = 900 — Q; — @; = 900 — 375 — 100 = 425, e os cash-flows anuais séo

CF; = 375 * (425 — 50) = 140 625 U$
CFj = 100 * (425 — 50) = 37 500 U$

Vindo para valores liquidos depois de investimentos os seguintes

VAL = —3 300 000 + 2 812 500 = —487, 5 mil U$
VALp; = —1 100 000 + 750 000 = —350,0 mil U$

Esta situacao gera dois ramos, um com a fabrica grande pela empresa 1 e uma fabrica pequena pela empresa 2, e
vice-versa.

Considerando que a inexisténcia de investimento implica para qualquer das empresa valores nulos, tem-se seguinte
tabela para os VAL associados a cada par de estratégias:
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Empresa 2
(Valores em milhares U$) N&o Investir (N) | Fabrica Pequena (P) | Féabrica Grande (G)
N&o Investir (N) (0; 0) (0; 400,0) (0; 312,5)
Empresal
Fabrica Pequena (P) (400,0; 0) (200; 200) (-350,0; -487,0)
Fabrica Grande (G) (312,5; 0) (-487,0; -350,0) (-1 694,4; -1 694,4)

Verifica-se que se a escolha fosse simultanea, o ponto (200; 200), correspondente a uma fabrica pequena para
cada empresa, seria um ponto de equlibrio de Nash, mas nao é um equilibrio dominante.

Ainda no ambito de um jogo estatico, como a estratégia Fabrica Grande para cada um dos jogadores é
estritamente dominada, podemos elimina-la (a este processo chama-se Dominancia estrita iterada), ficando apenas
uma bi-matriz 2x2, isto é:

Empresa 2
Empresal N&o Investir (N) (0; 0) (0; 400)
Fabrica Pequena (P) (400; 0) (200; 200)

No entanto, como foi referido no enunciado, a Empresa 1 é a primeira a escolher, e a Empresa 2 decide face ao
resultado da Empresa 1, tornando o jogo sequencial. A representacdao na forma extensiva, ou em arvore, permite
mais facilmente aprender a dindmica do jogo e encontrar facilmente a solucéo através de retro inducao (backward
induction). A arvore do jogo e a solucédo encontram-se na pagina seguinte.
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VAL Emp 1 VAL Emp 2

0 0
0 400
0 3125
400 0
Retro indugao:
200 200 escolhas 6ptimas
da Emp 2
- 350 - 487
312,5 0
- 487 - 350
- 169414 - 1694,4

A Empresa 2 tem como melhor solugdo para a cada escolha da Empresa 1, as enquadradas a verde, sendo o valor

considerado o da 22 coluna.

De entre os ramos (opcdes) escolhidas pela Empresa 2, a Empresa 1 escolhe a mais vantajosa para si (este

processo de retro indugdo consiste em “podar” a arvore).

A Empresa 1 vai escolher uma fabrica grande (G), sendo (G; N)= (312,5; 0) a solu¢do 6ptima. O caminho

selecionado é constituido pelos arcos/arestas G e N).

Se ndo houvesse a ameaca de a Empresa 2 poder entrar no mercado, escolheria obviamente uma fabrica pequena,
com um ganho de 400 mil. Com esta decisao cria uma barreira a entrada da Empresa 2.
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20.2 Anexo B — Conceito de solugdo num jogo cooperativo

Num jogo cooperativo existem varios conceitos de solu¢do, cada um dependendo das condi¢des estabelecidas para
resolver o problema.

Para melhor ilustrar a natureza da relatividade da solucdo estabelecida, utilizamos uma passagem retirada do livro de
Malba Tahan, “O Homem que Calculava”, cap. IV, 22a edicdo, 1965, Sado Paulo, que conta a “histéria” de dois
beduinos que caminhando no deserto encontraram ferido um rico Xeigue de Bagda. Segue entdo o relato, adaptado
da versao brasileira, de um dos beduinos.

“Trés dias depois, aproximavamo-nos das ruinas de uma pequena aldeia denominada Sippar (1) — quando
encontramos caido na estrada, um pobre viajante, roto e ferido.

Socorremos o infeliz e dele proprio ouvimos o relato de sua aventura.
Chamava-se Salém Nasair, e era um dos mais ricos mercadores de Bagda.

Ao regressar, poucos dias antes, de Bassor4, com grande caravana pela estrada de el-Hilleh (2), fora atacado por uma
chusma de nédmadas persas do deserto. A caravana foi saqueada e quase todos 0s seus componentes pereceram nas
ma&os dos beduinos.

Ele — o chefe — conseguira milagrosamente escapar oculto na areia entre os cadaveres dos seus escravos. E, ao
concluir a narrativa de sua desgraga, perguntou-nos com voz angustiada:

(1) Antiga aldeia nos arredores de Bagda.
(2) Pequena povoagédo na estrada de Bassora.
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- Trazeis por acaso, oh mugulmanos, alguma coisa que se possa comer? Estou quase, quase a morrer de fome!
- Tenho, de resto, trés paes — respondi.
- Trago ainda cinco paes! — afirmou a meu lado, o Homem que Calculava, chamado Beremiz.

- Pois bem — sugeriu 0 Xeique (por vezes também designado por Xeque ou escrito Sheik) (1) -, juntemos esses paes e
facamos uma sociedade Unica. Quando chegar a Bagda prometo pagar com 8 moedas de ouro o pao que comer!

Assim fizemos. No dia seguinte, ao cair da tarde, entramos na célebre cidade de Bagda, a pérola do Oriente.

Ao atravessarmos vistosa praca, demos de rosto com um aparatoso cortejo. Na frente marchava, em garboso alazéo, o
poderoso Ibrahim Maluf, um dos vizires (2).

O Vizir, ao avistar o Xeique Salém Nasair em nossa companhia, chamou-o, e, fazendo parar a sua poderosa guarda,
perguntou-lhe:

- Que te aconteceu, oh meu amigo? Por que te vejo chegar a Bagda, roto e maltrapilho, em companhia de dois homens
gue néo conheco?

O desventurado Xeique narrou, minuciosamente, ao poderoso ministro, tudo o que Ihe ocorrera em caminho, fazendo a
Nosso respeito os maiores elogios.

(1) Termo respeitoso que se aplica, em geral, aos lideres, aos sabios, religiosos e pessoas respeitaveis pela idade ou
posicdo social nas comunidades mugulmanas.

(2) Vizir € o termo para ministro. Califa € o soberano dos muculmanos. Os califas diziam-se sucessores de Maomé. A
ele era concedido o titulo honroso de Comendador dos Crentes.
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Paga sem perda de tempo a esses dois forasteiros — ordenou-lhe o Grao-Vizir.
E, tirando de sua bolsa 8 moedas de ouro, entregou-as a Salém Nasair, acrescentando:

- Quero levar-te agora mesmo ao palacio, pois 0 Comendador dos Crentes deseja com certeza ser informado da nova
afronta que os bandidos e beduinos praticaram, matando nossos amigos e sagueando caravanas dentro de nossas
fronteiras.

O rico Salém Nasair disse-nos, entao:

- Vou deixar-vos, meus amigos. Antes, porém, desejo agradecer-vos o grande auxilio que ontem me prestastes. E para
cumprir a palavra dada, vou pagar ja o pao que generosamente me destes!

E dirigindo-se ao Homem que Calculava disse-lhe:

- Vais receber pelos 5 paes, 5 moedas!

E voltando-se para mim, ajuntou:

- E tu, oh bagdali (1), pelos 3 paes, vais receber 3 moedas!

Com grande surpresa, o calculista Beremiz respeitosamente objectou:

- Perdéo, oh Xeique. A divisao, feita desse modo, pode ser muito simples, mas ndo € matematicamente certa! Se eu
dei 5 paes devo receber 7 moedas; o meu companheiro bagdali, que deu 3 paes, deve receber apenas uma moeda.

(1) Natural ou habitante de Bagda. 120
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- Pelo nome de Maomé (1)! — interveio o vizir lIbrahim, interessado vivamente pelo caso. — Como justificar, oh
estrangeiro, tdo disparatada forma de pagar 8 paes com 8 moedas? Se contribuiste com 5 paes, por que exiges 7
moedas? Se o teu amigo contribuiu com 3 paes, por que afirmas que ele deve receber uma Unica moeda?

O Homem que Calculava aproximou-se do prestigioso ministro e assim falou:

- Vou provar-vos, 6 Vizir, que a divisdo das 8 moedas, pela forma por mim proposta, € matematicamente certa.
Quando durante a viajem, tinhamos fome, eu tirava um pdo da caixa em que estavam guardados e repartia-o em
trés pedacos, comendo cada um de nés um desses pedacos. Se eu dei 5 paes, dei, é claro, 15 pedagos; se 0 meu
companheiro deu 3 péaes, contribuiu com 9 pedacos. Houve, assim, um total de 24 pedacgos, cabendo, portanto, 8
pedacos para cada um. Dos 15 pedacos que dei, comi 8; dei na realidade 7; o meu companheiro deu, como disse, 9
pedacos, e comeu também 8; logo, deu apenas 1. Os 7 pedagos que eu dei e que o bagdali forneceu formaram os 8
gue couberam ao Xeique Salém Nasair. Logo, € justo que eu receba 7 moedas e o meu companheiro, apenas
umaf(2).

O gréo-vizir, depois de fazer os maiores elogios ao Homem que Calculava, ordenou que lhe fossem entregues sete
moedas, pois a mim me cabia, por direito, apenas uma. Era légica, perfeita e irrespondivel a demonstracdo
apresentada pelo matematico.

- Esta divisao — retorquiu o calculista Beremiz— de sete moedas para mim e uma para meu amigo, conforme provei, é
matematicamente certa, mas nao é perfeita aos olhos de Deus!

(1) Profeta Maomé, fundador do Islamismo, uma das trés principais religides monoteistas. Nasceu em Meca no ano
571 e morreu em 632, DC.

(2) Nos amplos dominios da Matematica recreativa, este problema é apresentado sob vérias formas. Ver a proposito
“Os problemas das pandectas”, no livro Problemas Famosos e curiosos da Matematica.
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E tomando as moedas na mao dividiu-as em duas partes iguais. Deu-me uma dessas partes (4 moedas), guardando para Si
as quatro restantes.

- Esse homem é extraordinario — declarou o vizir. — N&o aceitou a divisdo proposta de 8 moedas em duas parcelas de 5 e 3,
em que era favorecido; demonstrou ter direito a 7 e que seu companheiro sé devia receber uma moeda, acabando por
dividir as 8 moedas em 2 parcelas iguais, que repartiu, finalmente com o amigo. E acrescentou com entusiasmo:

- Mac Allah!(1). Esse jovem, além de me parecer um sabio e habilissimo nos calculos e na Aritmética, € bom para o amigo e
generoso para o companheiro. Tomo-0 hoje mesmo para meu secretario!

- Poderoso Vizir — tornou o Homem que Calculava - , vejo que acabais de fazer 32 vocébulos, com um total de 143 letras, o
maior elogio que ouvi em minha vida, e eu, para agradecer- vos, sou forcado a empregar 64 palavras nas quais figuram
nada menos que 286 letras. O dobro, precisamente! Que Ala vos abencoe e vos proteja! Com tais palavras o Homem que
Calculava deixou a todos ndés maravilhados com sua argucia e invejavel talento. A sua capacidade de calculista ia ao
extremo de contar as palavras e as letras de uma frase que acabara de ouvir.”

Nesta “histéria” temos, portanto, trés solugdes diferentes, a solucao “simples”, ou aparentemente mais simples e imediata, a
solucdo matematicamente “certa”, nas palavras do homem que calculava, ou matemético, e a solucdo “perfeita” aos olhos de
Deus. Todas elas tendo subjacente um certo conceito de justica, o que ilustra bem, se necessario fosse, que o conceito de
justica é relativo, dependendo sempre das condigBes do problema a ser resolvido. Por isso, varias propostas de solucdo de
jogos cooperativos sdo encontradas na teoria, cada uma chegando a uma resposta que toma como prioritaria alguma
caracteristica em particular, ou pretende dar prioridade a alguns objectivos em particular. Ao longo do texto iremos, por isso,
apresentar alguns, na nossa opinido 0os mais importantes e mais divulgados, conceitos de solucéo.

(1) Exclamacgéo usual entre mugulmanos que significa “Poderoso Deus”.
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20.3 Anexo C - Regra para dividir a heran¢ca no Talmud

0. ordenar as dividas por ordem crescente;
1. Dividir igualmente o patrimonio até atingir metade da divida

100/3 100/3 100/3 menor;
150 50 50 50 2. Depois de atribuir esse valor a divida menor, distribuir igualmente
- . . pelos restantes credores o restante patriménio até atingir metade
2 5 2 da divida seguinte;
250 50 100 100 . . 3
3. Proceder assim sucessivamente até que todos o0s credores
300 50 100 150 atinjam metade da sua divida;
350 50 100 200 4. Fazer o caminho inverso, partindo do credor com maior parte por
cobrar atribuindo-lhe o restante patriménio até que a sua divida
AL 50 125 225 nao paga atinja o mesmo valor da do credor seguinte;
450 50 150 250

5. Dividir o restante patrimonio igualmente até que o montante em
500 50+50/3 150+50/3 250+50/3 divida seja igual ao do credor seguinte, e assim sucessivamente
até que todos os credores tenham 0 mesmo montante em divida;
550 50+100/3 150+100/3  250+100/3
6. Distibuir a parte restante igualmente por todos;
600 100 200 300
7. O processo termina quando se esgotar o patriménio ou quando
todas as dividas estiverem pagas.
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