Analogamente, se conclui que a fungao zy — p1(Ay,) é simples. Por-
tanto,

/ p2(Azy ) dpn = pa (A1) X pa(Az) = / p1(Azy) dpz -
X1 X2

Logo, este célculo para func¢oes simples motiva a seguinte definicao de
n

H(A) = /X oAy ) dpiy = /X i1 (Agy) dpsz.

Chamamos p a medida produto e designamos por g = 1 X pa. O
seguinte teorema mostra que esta definicao faz sentido para qualquer
conjunto mensuravel F' € F; ® Fa.

Teorema 2.43 (Medida produto). Sejam (X1, F1,p1) e (Xa, Fo, p2)
dois espagos de medida e u1, pa duas medidas o-finitas. Considere-se
a fungao p: F1 @ Fa — [0, 00] definida por

M(F)Z/X uz(Fxl)dm:/X pi1(Fy) dpss -

Entao p € uma medida em F1 Q@ Fo e € a unica medida tal que para
qualquer rectdngulo mensurdvel Ay x Ay se tem

p(Ar x Az) = p1 (A1) x p2(As).
Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Chegamos portanto ao seguinte teorema fundamental.

Teorema 2.44 (de Fubini). Nas condigoes do teorema anterior, se
f € LY uy x p2) entdo

/ fd(m xuz)Z/ fduzdm:/ fdpy dus .
X X1 J X9 X9 J X1

Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Parte 11
Probabilidade

Na segunda parte deste curso, através da teoria da medida e integragao
desenvolvida anteriormente, iremos introduzir os principais conceitos
da teoria da probabilidade e processos estocasticos.
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3 Conceitos basicos

Considere-se uma experiéncia aleatéria e seja €2 o conjunto formado
por todos os resultados possiveis dessa experiéncia. Logo €) é designado
por espago dos resultados. Um subconjunto A C 2 é designado por
acontecimento. Uma colecgao de acontecimentos F que forma uma
o-algebra diz-se a o-algebra de acontecimentos. Portanto, (2, F)
é um espago mensurével.

Definigao 3.1. Um espago de probabilidade é um espago de me-
dida (2, F, P) tal que P(Q2) = 1.

A medida P designa-se por medida de probabilidade. Dado
um acontecimento A € F o ntmero P(A) é a probabilidade do
acontecimento A.

Exemplo 3.1. Considere a experiéncia aleatoéria de langar uma moeda
“perfeita” ao ar e observar qual das suas faces fica voltada para cima,
ou seja, se é cara = {» ou coroa = &.

Formalmente, tem-se o espago de resultados Q = {{, &}, a o-
algebra de acontecimentos F = {0, {0}, {d},{<O, &)} e a medida de
probabilidade P = d¢,/2 + 04/2 onde d¢, € 04 sdo medidas de Dirac.
A probabilidade do acontecimento “sair cara” é P({{}) = 1/2.

Exemplo 3.2. Considere a experiéncia aleatoria de escolher um ntumero
“ao acaso” do intervalo [0, 1].

Mais concretamente, considere-se o espago de resultados 2 = [0, 1],
a o-algebra de acontecimentos F = B([0,1]) e a medida de probabil-
idade P = ml;; (medida de Borel restrita ao intervalo [0,1]). A
probabilidade de o nimero que escolhemos “ao acaso” ser racional é

P(QNI0,1]) = 0.

Exemplo 3.3. Considere-se o espago mensuravel (©,P(2)) com Q =
{1,2,...,n}. Seja P : P(2) — [0,00] a seguinte fungao,

PA) =Y (Z)ﬂf(l it Aca,

keA

onde 0 < p < 1. E facil demonstrar que P é uma medida de probabil-
idade. De facto, é claro que P()) = 0. Por outro lado, se A; ¢ uma
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sucessao de conjuntos disjuntos entao

"(94)-. 3 <z>pk<1—p>“

keUiZ, Ai

£ (e

Finalmente,

PQ) = (Z)pk(l )" P =p+1-p=1

k=1

Dada uma funcao mensurével g : Q — [0, 00|, é claro que g é simples.
Logo,

[ gar = atP((h) = X at0) ()0 - ot

keA keA

3.1 Variaveis aleatorias

Por vezes, é conveniente associar ao resultado de uma experiéncia
aleatéria um namero real. Considere-se um espago de probabilidade
(Q, F, P) e o espago mensuravel (R, B) onde B é a o-algebra de Borel
de R.

Definigao 3.2. Uma fungao mensuravel X : @ — R diz-se uma var-
iavel aleatoria.

Associada a uma variavel aleatoria X podemos definir uma medida
na o-algebra de Borel que nao é mais do que a medida imagem de P
por X,
px(B)=P(XY(B)), BeB.

Note que px é uma medida de probabilidade no espaco mensuravel
(R, B). Designamos esta medida por distribuigao de probabilidade
da variavel aleatéria X.

Observacao 3.4. E também usual escrever-se

px(B) = P(X € B).
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De acordo com a Proposicao 1.7 podemos definir a funcao de
distribuicao da variavel aleatéria X, como a funcao Fx : R - R
tal que

Fx(x) = px(] = 00, 2]).

Veremos que F'x carateriza completamente a distribuicao de prob-
abilidade da varidvel aleatéria X. De certa forma, a funcao de dis-
tribuigao Fx constitui o modelo probabilistico que descreve a experién-
cia aleatoéria, sendo também designada como a lei de probabilidade
da variavel aleatoria X.

Observagao 3.5. E usual escrever-se F'x(x) de diversas maneiras,
todas equivalentes entre si, isto é

Fx(z)=P(X (] -00,2])) = P(weQ: X(w) <x)=P(X <x).

Exercicio 38. Considere o espaco de probabilidade ([0,1],B8,m) e a
variavel aleatoria X (w) = min(w, 1 —w). Calcule Fx.

Exercicio 39. Suponha que um comboio parte aleatoriamente do
Porto entre as 8h e as 10h da manha com destino a Lisboa, que fica
a 300km de distancia. Suponha também que o comboio viaja a uma
velocidade constante de 100km /h.

1. Determine a variavel aleatéria que descreve a distancia entre o
comboio e Lisboa as 12h.

2. Calcule a distribuicdo de probabilidade dessa variavel aleatoria e
a respectiva funcao de distribuicao.

No resultado que se segue resumimos as propriedades da fungdo de
distribuicao Fy.
Proposigao 3.6. A funcao Fx tem as seguintes propriedades:
1. € uma fungédo de distribuicdo no sentido da Defini¢cdo 1.3.
2. px(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a)
3. P(X =) =Fx(z) — Fx(z™)
4. limy 400 Fx(2) =1 e lim,, o Fx(x) = 0.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Observagao 3.7. Note-se que da segunda propriedade, podemos afir-
mar que px é uma medida de Borel-Stieltjes associada & funcao de
distribuicao Fy.

Exercicio 40. Seja X uma varidvel aleatoéria e F'x a sua fungao de
distribuigao. Mostre que:
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1. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a)

2. P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a™).
3. Pla< X <b)=Fx(b™)— Fx(a).
4. Pla< X <b)=Fx(b~)— Fx(a™).

3.1.1 Classificacao

Considere-se o espago de probabilidade (R, B, px) e denote-se por m a
medida de Borel.

Definigao 3.3. Uma variavel aleatéria X diz-se discreta sse existir
um conjunto numeravel D C R tal que px esta concentrada em D.

Note-se que px L m uma vez que D tem medida de Borel nula.
Suponha que o conjunto de imagens de X : & — R ¢ finito ou nu-
meravel. Isto ¢, D = X(Q) = {x1,22,...}. Entao a variavel aleatoria
X é discreta, uma vez que px se encontra concentrada em D. De facto,
dado qualquer Boreliano B temos que

px(B) =px(BND)+px(B\D)=px(BND),
porque px(B\ D) = P(X"Y(B\ D)) = P(0) = 0. Por outro lado,
podemos escrever

pPx = ZP(X =,)0z, -
n=1

Note-se que D é o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungéo
de distribuicdo. De facto F'x é uma funcao escada com pontos de
descontinuidade D.

Definicao 3.4. Uma variavel aleatoria X diz-se continuasse px ({z}) =
0 para todo = € R.

Note-se que uma varidvel aleatéria é continua sse a sua fungao de
distribuicao Fx for continua.

Um caso particular, é quando a distribuicdo de probabilidade px é
absolutamente continua relativamente & medida de Borel m.

Definigao 3.5. Uma variavel aleatéria X diz-se absolutamente con-
tinua sse px < m.

Uma variavel absolutamente continua é em particular continua. De
facto, pelo teorema de Radon-Nikodym existe uma funcao integravel
f € LY(u) tal que

pX(B):/dem, VBeERB.

Como m({z}) = 0 para todo = € R segue que px({z}) = 0.
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Definigao 3.6. A funcao integravel f = Cg’—fff diz-se a fungao densi-
dade de probabilidade da variavel aleatoria X.

Observagao 3.8. Se px é absolutamente continua relativamente a
medida de Lebesgue m é possivel demonstrar que Fx é diferenciavel
g.c. relativamente a m e tem-se Fy = f q.c. Por outro lado, se f é
integravel segundo Riemann entao

Px@ = [ fwadu.

Observagao 3.9. A fungao de densidade de probabilidade é uma
fungao nao negativa que satisfaz

/_C:f(u)duzl.

Exemplo 3.10 (Distribui¢ao Uniforme). Seja B C R um boreliano
e considere a seguinte densidade de probabilidade

1

f(x):{mB) sex € B

0 caso contrario

Exemplo 3.11 (Distribuicao Gaussiana ou Normal). Seja u € R
e 0 > 0. A funcdo de densidade de probabilidade de uma variavel
aleatoria com distribuicao normal é

1 _(@—w)?
e 202

fz) =

2o

Esta fungao é simétrica em torno de x = p e tende para zero quando
x tende para infinito.

Exemplo 3.12 (Distribuicao Exponencial). O tempo de vida de
uma componente electréonica pode ser modelado por uma variavel aleatoria
absolutamente continua X :  — R com a seguinte funcao de dis-
tribuicao

l—e % gsex>0
0 se x <0
com funcdo densidade de probabilidade f(z) = fe=0* X[0,00[(T)-

Exemplo 3.13 (Distribuigao Gama e y-quadrado). Uma variavel
aleatéria que segue uma distribui¢ao gama tem como fungao de densi-

dade de probabilidade,

L N\gpt-le=A g0 >0
f(w) = {”f’ -

0 caso contrario
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onde t > 0, A > 0eI'(t) = fooo r'"le % dx é a funcio gama. A
distribuicao gama, indexada por dois pardmetros, contém uma grande
classe de outras distribuigoes, tais como a distribuicdo exponencial
(t = 1) e a distribuicio chi-quadrado x? com d graus de liberdade
A=1/2et=4d/2).

Definigao 3.7. Uma variavel aleatoria diz-se singular sse for continua
epx L m.

Exemplo 3.14. Um exemplo de uma variavel aleatoéria singular é dada
pela funcao de distribuigao que passamos a descrever. Considere-se a
representacgao ternaria de um namero z € [0, 1], isto é,

z = 0.a1asa3 - - -
onde a, € {0,1,2}. Seja N =min{n € N: a, = 1}. Note-se que para

x = 1/2 temos que N = 1 enquanto que para x = 1/6 temos que
N = 2. Definimos uma nova sucessao,

@ sen< N
bp,=<1 sen=N.
0 sen >N

Por fim, definimos a fungao de distribuigdo F'x da seguinte maneira,

0 sex <0
b

Fx(x) = 22—2 se0<x<1
n=1
1 sex >1

A fungado Fx é continua e constante em R\ C' onde C é o conjunto
ternario de Cantor. Portanto, px esta concentrada em C. No entanto
é possivel mostrar que C' é nao numeravel e tem medida de Lebesgue
nula. Por outro lado, F5 =0 q.c. e

1
1—FX(1)—FX(O)7E/O Fydm=0.

3.1.2 Decomposicao

Considere um espago de probabilidade (2, F,P) e X :  — R uma
variavel aleatoria. O teorema da decomposigao de Lebesgue estabelece
que

px =Ag+As onde Ag<<Km e Ag Lm,

41



onde m é a medida de Borel. No entanto é possivel refinar esta decom-
posicao, separando a parte singular A\g numa soma de duas medidas
singulares relativamente a m,

)\s = )\d + >\SC7 )\da )\sc L m,

tal que Ay é uma medida discreta, isto é, existe um conjunto nu-
meravel D C R tal que Ay se encontra concentrada em D e Ag. é uma
medida singular continua, isto é, A\;.({z}) = 0 para todo = € R.

Adicionalmente, é possivel normalizar as medidas anteriores para
obter uma decomposicao de px em termos de medidas de probabili-
dades. Portanto é possivel escrever,

PX = QqPa + QgPq + QgePse, COM Qg + g+ age =1,

onde ag, oy, ase > 0 e p, é uma medida de probabilidade absoluta-
mente continua (relativamente e m), pg ¢ uma medida de probabilidade
discreta e ps. ¢ uma medida de probabilidade singular continua.

Observagao 3.15. Segue da decomposi¢ao anterior que
Fx(I) = aaFa(x) + O‘dFd(x) + aschc(x) s

onde F, é diferenciavel q.c. e F! = f, para alguma funcdo f, inte-
gravel, F; é uma funcao tipo escada com um conjunto numeravel de
“saltos” e Fy. é uma funcao continua.

Observagao 3.16. Note-se que se o, = 1 (implicando que ag =
ase = 0) entdo a variavel aleatoria X é absolutamente continua. No
entanto, se ag = 1 (implicando que o = ag. = 0) entao X ¢é discreta.
Finalmente, se az. = 1 entao X é singular.

Definigao 3.8. No caso em que o, # 0 e ag+ as. # 0 entdo a variavel
aleatoria X diz-se mista.

Exemplo 3.17. Um exemplo de uma variavel aleatéria mista é dada
pela seguinte lei de probabilidade,

0 sex <0
Fx(z)=<1/2+z/2 se0<z<1
1 sex>1

que corresponde & distribuicao de probabilidade

do ™l
Px = + 5
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As variaveis aleatérias mais usuais em probabilidade sdo as absolu-
tamente continuas, as discretas, ou entdo uma combinacao destas, que
designamos por mistas. As variaveis aleatérias singulares, como a do
exemplo anterior, sio menos usuais e servem na maior parte dos casos
para construir contra-exemplos.

Acabamos esta seccdo com uma féormula bastante tutil no céalculo
da densidade de uma funcao de uma variavel aleatoria.

Proposicao 3.18. Seja X uma varidvel aleatoria com funcao de den-
sidade de probabilidade fx e g : R — R wma funcdo estritamente
crescente e diferencidvel. Entao,

d

fox) () = fx(g‘l(y))@g‘l(y) :

Demonstracao. Tomando as distribuicoes de probabilidade obte-
mos,

Fyx)(y) = P(g(X) <y)) = P(X <g7'(y)) = Fx (9~ '(¥)-

Derivando em ambos os lados da equagao obtém-se o resultado. ]

3.2 Valor esperado

Definigao 3.9. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. O valor
esperado, valor médio ou esperanca matematica da variavel aleatoria
X : Q — R é definido por

E(X):/QXdP.

Observagao 3.19. Esta definicao s6 faz sentido se a variavel aleatoria
pertencer a £!(P), uma vez que,

|E(X)| < / 1X| dP < .
Q

Ou seja, E(X) é um valor finito.

Observacao 3.20. Dada uma funcao mensuravel g : R — R, segue

do Teorema 2.42 que
/gde :/gonP.
R Q

Logo, tomando g(x) = = obtemos que

E(X):/QXdP:/Ra:de.
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Uma vez que px é uma medida de Borel-Stieltjes com funcao de dis-
tribuicdo Fx entao pode-se calcular o valor esperado de X usando
qualquer uma das expressoes,

E(X):/XdP:/xde:/xdFX.
Q R R

Observacao 3.21. Se a variavel aleatoria for absolutamente continua,
isto é, px < m entao existe uma fungao de densidade de probabilidade
f tal que

pX(B):/dem, VBeB.

Segue entao do Teorema 2.23 que

E(X):/R:rdpx:/RxdFX:/R:vf(:v)dm.

Se adicionalmente f for integravel & Riemann entao
“+o0o
E(X):/ xf(x)dx.
—0o0

Observagao 3.22. Suponha que X : 2 — R é uma variavel aleatoria
discreta, ou seja, que existe um conjunto numeréavel D = {x1, z2,...} C
R tal que px esté concentrada em D. Entao, por uma observagao an-
terior temos que a distribuigdo de probabilidade de X satisfaz

oo
bx = anéxn )
n=1

onde p, = P(X = z,). Uma vez que px(R\ D) = 0, entao o valor
esperado de X pode ser calculado da seguinte maneira,

R D R\D D

Portanto,

E(X)= rdpx = Z/{
n=1

zdpx = /xxn - dpx .
Us s fon) n; R

Como X{z,} T = TnX{z,} ¢ uma fun¢ao simples temos que

Tn}

E(X) = anpx({xn}) = anpn~
n=1 n=1
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Definigao 3.10. O momento de ordem n de uma variavel aleatéria
X éonamero E(X™),n=1,2,....

Seja i = E(X), entdo o momento central de ordem n é definido
por
E((X_M)n)7 7’L:1,2,...

Definigao 3.11. Ao momento central de segunda ordem de uma var-
iavel aleatoria X designa-se por variancia de X e escreve-se,

Var(X) = E (X — E(X))").

3.3 Condicionamento e independéncia: primeira
abordagem

Dado um espago de probabilidade (€2, F, P) e um acontecimento B €
JF considere a seguinte coleccao de acontecimentos

]:B:{AQB:AGJ:}.

A colecgao Fp pode ser vista como a colecgao de todos os aconteci-
mentos de F restritos ao acontecimento B.

Exercicio 41. Mostre que Fp ¢ uma o-algebra de partes de B.

Definigao 3.12. Dados dois acontecimentos A, B € F tal que P(B) >
0, entao o niimero
P(ANB)

P(B)

é designado por probabilidade condicionada de A dado B.

P(A|B) =

Proposicao 3.23. (B, Fp, P(:|B)) € um espago de probabilidade.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. ]

E natural dizer-se que o acontecimento A € F é independente
do acontecimento B € F se a ocorréncia do acontecimento B nao
influenciar a probabilidade do acontecimento A. Ou seja,

P(A|B) = P(A).
Da defini¢ao de P(A|B) obtemos que
P(AnB)=P(A)P(B),

que é usada como a definicao de independéncia de dois acontecimen-
tos. Generalizando para um ntmero finito de acontecimentos, dizemos
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que Aq,..., A, € F sdo independentes se para qualquer escolha de
indices i1,...,it € {1,...,n} se tem

P(Aiy NN Ay) = P(Ayy) -+ P(A4;,) .

Esta definicdo também pode ser generalizada para o-algebras de
acontecimentos.

Definigao 3.13. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e F; C

F,i=1,...,n um conjunto finito de o-algebras. Diz-se que as o-
algebras Fi,...,F, sao independentes se para qualquer escolha
de indices i1,...,9; € {1,...,n} e acontecimentos A;, € F;  se tem

P(Ai1ﬂ"'mAik):P(Ah)"'P(Aik)'

Exercicio 42. Mostre que dois acontecimentos sao independentes sse
as o-algebras geradas por esses acontecimentos sao independentes.

3.3.1 o-algebra gerada por X

Considere um espago de probabilidade (€2, F, P) e uma variavel aleatoria
X : 2 — R. Os valores de X(2) constituem todas as medigoes que
podemos observar de uma experiéncia aleatéria. Como tal, é impor-
tante entender o nivel de complexidade, diga-se aleatoriedade, da in-
formacao produzida pela varidvel aleatoria. Para esse efeito, defini-se
a seguinte coleccao de acontecimentos,

o(X)=X"1'B) ={XYB): BeB}.

Note-se que o(X) C F. Além disso ¢é facil verificar que o(X) ¢ uma
o-algebra de acontecimentos de €2, que designamos por o-algebra ger-
ada pela variavel aleatéria X. Também ¢é usual designar-se o(X)
por o-algebra induzida por X.

Exemplo 3.24. Quando a variavel aleatoria é constante, isto ¢, X (w) =
a para algum a € R entdo o(X) = {0,Q} é a o-algebra trivial.

Exercicio 43. Mostre que o(X) é uma o-algebra e que a fungao X é
mensuravel no espago mensuravel (2, o(X)).

Exercicio 44. Considere uma variavel aleatoria que toma dois valores
distintos a,b € R. Calcule o(X).

Exercicio 45. Mostre que a o-algebra (X ) é a menor das o-algebras
de partes de 2 que tornam X uma funcao mensuravel.

Definicao 3.14. Dizemos que duas variaveis aleatérias X e Y sao
independentes sse o(X) e 0(Y) sao independentes.
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A defini¢ao de independéncia anterior pode ser facilmente general-
izada para um nimero finito de variaveis aleatorias.

Proposigao 3.25. Duas varidveis aleatdrias X eY sao independentes
sse para quaisquer Borelianos B,C € B tem-se

P(X~H(B)NY () = P(X~H(B))P(Y~H(0)).

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Exemplo 3.26. Considere o espago de probabilidade ([0,1],8,m) e
as variaveis aleatorias X = X[o,1] © Y = X[1 3] Entao o(X) =
{0,[0,1],[0,3],(3,1]} eo(Y) = {0,[0,1],[1, 2], [0, ) U (3,1]} sdo clara-

mente independentes.

3.4 Vectores aleatorios

Considere-se o espa¢o de medida (R, B, m) onde B é a o-algebra de
Borel ¢ m a medida de Borel. E possivel definir um espaco de me-
dida sobre R" fazendo o produto de n copias de (R, B, m). Portanto,
definimos a o-algebra produto e a medida produto da maneira usual,

n

Bn:®[>’ e Mp=mHx---Xm.
¥ N——
i=1 n vezes

Obtemos assim um espago de medida (R™, B,,, m,) tal que para cada
rectdngulo mensuravel By x --- x B, é valido

Mmp(B1 X -+ X By) =m(By)---m(By) .
Observagao 3.27. Note-se que B, coincide com a o-algebra de Borel
de R™.
Definigao 3.15. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Um

vector aleatério é uma aplicagao X : {2 — R™ mensuravel.

Observagao 3.28. Seja pr; : R" — R a i-ésima projeccao canonica,
ou seja, a funcao que retorna a i-ésima coordenada de um vector em
R™. Formalmente pr;(x1,...,z;,...,x,) = x;. Entao é facil verificar
que pr;o X : 2 — R é uma variavel aleatoria e escreve-se X; = pr;0 X.
De facto, dado um Boreliano B € B entao

X;YB)=X""topr;

3 (2

'B)=X"'Rx---xBx---xR)€eF.

Por outro lado, se X; : 2 — R sdo varidveis aleatorias entao a fungéao
X : Q — R"™ definida por

X(w) = (X1(w),..., Xn(w))
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é mensuravel.
Portanto, pode-se dizer que um vector aleatério é um vector de
variaveis aleatorias.

Por comodidade de notagao considere-se um vector aleatério bidi-
mensional X = (X1, X5) : @ — R2 A distribuigdo conjunta de
probabilidade de X = (X7, X3) é dada por

px(B)=P(X Y(B)), B¢chB,.

Designa-se por fungao de distribuigao conjunta de X = (X1, X»),
a funcdo Fy : R? — R definida por

Fx(a1,22) = px (] = 00, 21]x] = 00, 23]) .

Observagao 3.29. A funcgédo de distribui¢do pode representar-se us-
ando as seguintes expressoes equivalentes

Fx(.rl,xg) = P(w eN: Xl(w) <z, Xg(w) < :ZIQ)
=P(X1 <z, Xo <z9).

A distribuigao conjunta de probabilidade de (X7, X2) determina as
distribuicoes unidimensionais de cada variavel aleatéria X,

pxi(A) =px(AXR) e px,(4) =px(Rx A),

onde A € B é um Boreliano de R. As distribuigbes de probabili-
dade px, e px, sao designadas por distribuicoes de probabilidade
marginais e as fungoes de distribuicao de probabilidade

Fx, (131) = DPXx, (] - OO,$1]) e FX2(x2) = ng(] — 00, 332])
sao designadas por funcoes de distribuigao marginais.
Proposicao 3.30. A funcao de distribuicao conjunta de (X1, Xo) ver-
ifica as sequintes propriedades:
1. Fx(x1,x9) € continua a direita relativamente a cada varidvel.
2. sex1 <y e w2 <y entdo Fx(z1,72) < Fix(y1,92)-
3. lim Fx(x1,29) =1

(z1,22)— (+00,+00)

4. lim Fx(xi,22) = lim Fx(z1,22)=0.
Tr1——00 Tr2——00

5. xlliIEOOFx(xl,xg) = FXQ(xQ) (& mliIEOOFx(xl,xg) = FXl(xl).
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Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Diz-se que o vector aleatorio X = (X3, X2) é absolutamente
continuo sse a distribuicao conjunta de probabilidade px é abso-
lutamente continua relativamente & medida produto ms = m x m.
Segue do teorema de Radon-Nikodym que existe uma fungao integravel
fx : R? = R, designada por funcao de densidade conjunta de X
tal que

px(B) :/ fX dmg, B e BQ .
B

Proposicao 3.31. Seja X = (X1, X2) um vector aleatorio absoluta-
mente continuo. Entdo as varidveis aleatorias X, e Xo sao absoluta-
mente continuas com fungoes densidade de probabilidade,

fx (1) = /R (@) dm(zs) e fxy(an) = /]R Fx (@, o) dm(ay).

Demonstragao. Suponha que m(B) = 0 para algum Boreliano B €
B. Entao ma(B x R) = m(B) x m(R) = 0. Logo px(B x R) = 0.
Por outro lado, px, (B) = Px(B x R). Segue que, se m(B) = 0 entao
px,(B) =0, ou seja, px, < m. Adicionalmente, temos pelo Teorema
de Fubini que

pxi(B)=px(BxR)= [ fx(@,z2)dm>xm)

:/Jg(/RfX(xl,xg)dm(xz)> dm(zy) .

O

As fungoes de densidade de probabilidade da proposicao anterior
designam-se por fungoes de densidade marginais.

3.4.1 Independéncia

Suponha que as varidveis aleatorias X7 e Xo sdo independentes. Entao
para qualquer rectangulo Boreliano By X By temos que

P(x1x) (BixBa) = P((X1,X2) € BixBy) = P(X; 1(B1)NX;5 ' (By)).
Logo, segue da Proposicao 3.25 que
P(X{H(B1) N X5 ' (Bs)) = P(X; ' (B1))P(X;5 (B2)).

Portanto,
P(xy1,x) (B1 X Ba) = px, (B1) X px,(B2) .

49



Ou seja, a distribuigao conjunta de probabilidade p(x, x,) coincide
com a medida produto px, X px, se X1 e Xo forem independentes. De
facto, a implicagao no sentido inverso também é valida.

Proposigao 3.32. Duas varidveis aleatorias X, e Xo sdo indepen-
dentes sse
D(X1,X2) = PX1 X PX, -

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Segue da proposi¢ao anterior que se X; e X3 forem independentes
entao
Fixy,x2) (21, 72) = Fx, (21) Fx, (2) -
Ou seja, a funcao de distribuicao conjunta é o produto das fung¢des de
distribuicao marginais.
Adicionalmente, se o vector aleatorio (X1, X2) for absolutamente
continuo entao temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.33. Suponha que (X1, X3) € absolutamente continuo.
Entao as varidveis aleatorias X1 e Xo sao independentes sse
foxi x) (@1, 22) = fxy (21) fx (22) -
Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]

A independéncia das variaveis aleatoérias X7 e Xo permite estab-
elecer uma férmula importante no calculo de valores esperados.

Teorema 3.34. Se X| e Xo sao duas varidveis aleatdrias indepen-

dentes entao
E(X1X2) = E(X1)E(X?).

Demonstracao. Seja h : R> — R a funcio mensuravel definida por
h(z1,22) = w120 ¢ X : © — R? 0 vector aleatério X = (X1, Xa).
Entao h o X(w) = X;1(w)X2(w) é uma funcdo integravel de @ — R.
Logo, segue do teorema da mudanca de variavel que

E(Xng):/honP: hdpx .
Q R2

Por outro lado, segue do Teorema de Fubini e da Proposigao 3.32 que

/ hdpx—//wlmd(le XpXQ)
R2 RJR
= / r1dpx, / x2dpx,
R R

= E(X1)E(X>).
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Teorema 3.35 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam X; e Xo
duas varidveis aleatorias com sequndos momentos finitos, isto €,

E(X}) <o e E(X3) <oc.
Entao
E*(X1X,) < B(X})E(X3).
Demonstragao. Seja A € R e considere-se a variavel aleatéria Y =
X1 + A X5. Entao
0 < E(Y?) = B(X? 420X Xy + \2X3)
= B(X?) + 20E(X1X2) + M E(X3).
Um polinémio de segundo grau em A é nao negativo sse o seu discrim-
inante é nao positivo, ou seja,
(2E(X1X2))* —4E(X3)E(X?) <0.
O

Observagao 3.36. Tomando uma das variaveis na proposicao anterior
igual & identidade obtém-se

F*(X) < E(X?).

Ou seja, se o segundo momento da variavel aleatéria é finito entao o
seu valor esperado ¢ finito.

Definigcao 3.16. A covariancia de duas variaveis aleatorias X; e Xo
¢ o nuimero,

COV(Xl,XQ) =F [(Xl - E(X1))(X2 — E(XQ))] .
Exercicio 46. Mostre que Cov(X1, X2) = F(X1X2) — E(X1)E(X2) .
Note-se que se X1 e Xs forem independentes entao pelo teorema

anterior tem-se

COV(Xl,XQ) =0.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz permite definir uma quanti-
dade entre —1 e 1 que mede o grau de dependéncia de duas variaveis
aleatorias X7 e Xs.

Definigao 3.17. O coeficiente de correlagao de duas varidveis
aleatorias X7 e X5 é o niimero,
Cov (X1, X2)
V/Var(X7) Var(Xy)
Observagao 3.37. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

lpx, . x,| < 1. Adicionalmente, se X7 e X5 forem independentes entao
px,,x, = 0. No entanto, se X1 = X3 entao px, x, = 1.

PX1,X2 =
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4 Esperanca Condicional

A esperanca condicional é um conceito central em teoria da probabil-
idade, em particular no estudo de processos estocéasticos. Considere
uma variavel aleatéria X : 0 — R definida num espago de probabili-
dade (€2, F, P). Suponha que desejamos obter a melhor aproximagao
de X dado que conhecemos alguma informagao de F. A melhor aprox-
imacao é num certo sentido dada pela esperanca condicional. Faremos
a sua definicao progressivamente, comecando por definir a esperanca
condicional dado um acontecimento A € F.

4.1 Esperanca condicional dado um aconteci-
mento

Definicao 4.1. Dada uma variavel aleatéria X e um acontecimento
A € F tal que P(A) > 0, a esperanga condicional de X dado A é

definida por
1
E(X|A :/XdP.
(X]4) PA) /.

Exemplo 4.1. Considere duas moedas de 20 e 50 céntimos. Langam-
se as moedas ao ar e somam-se os montantes das moedas que ficaram
com a face voltada para cima. Esse montante é o valor da variavel
aleatéria X. Seja A o acontecimento de uma moeda ficar com a
face voltada para cima. Vamos calcular F(X|A). Note-se que A =
{EF, FE} onde E simboliza escudo e F' face. Entao

X(EF)=50 e X(FE)=20.

Logo,

1 1 1
E(X|A) =1 <50 X — 420 x ) =35.
5 4 4
Exercicio 47. Mostre que E(X|Q2) = E(X).

Proposigao 4.2. Sejam A e B dois acontecimentos de F tais que
P(B) > 0. Entao
E(xa|B) = P(A[B).

Demonstracgao. Deixa-se como exercicio. O

Através do resultado anterior, podemos definir a probabilidade
condicionada de A dado B usando da esperanca condicional da variavel
aleatoria x4 dado B.
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4.2 Esperanca condicional dado uma variavel

aleatoria discreta

Seja Y : © — R uma variavel aleatoria discreta. Suponha que Y (2) =
{y1,y2,...} eque P(Y =y,) > 0. Desejamos condicionar uma variavel
aleatoria X dado a variavel aleatéria Y. Como nao sabemos a priori

qual dos acontecimentos A, = Y 1(y,) pode ocorrer, é necessario
considerar todas as esperancas condicionais,

E(X|A)), E(X|As), ... .

Definigao 4.2. Seja X uma variavel aleatoria e Y uma variavel aleatoria
discreta. A esperanca condicional de X dado Y ¢ a fungao E(X|Y) :
Q) — R definida por

BE(X|Y)(w) = E(X|4,) sew€ A,.

Observacgao 4.3. E possivel escrever a esperanca condicional de X
dado Y como,

E(X|Y) =) E(X|A)xa, ,

n=1

onde A, =Y " (y,).

Exemplo 4.4. Continuando com o exemplo anterior, seja Y a varidvel
aleatoria que retorna o montante da primeira moeda, de 20 céntimos,
caso esta se encontre de face voltada para cima. Entao

EX|Y7H0) =25 ¢ E(X|Y'(20) =45.

Logo,

B(X|Y)(w) = {25 se Y (w)

0
45 seY(w) =2

0

Exercicio 48. Mostre que E(X|Y) = E(X) caso Y (w) = ¢ para todo
w e .

Proposigao 4.5. Seja X uma varidvel aleatoria e Y uma varidvel
aleatoria discreta. Entao

1. E(X|Y) é uma fungao mensurdvel relativamente a o-dlgebra o(Y').

2. Para todo A € o(Y),

/AE(XY)dP:/AXdP.
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Demonstragao. Que E(X|Y) é uma fungdo mensuravel relativa-
mente a 0(Y) segue da Observacao 4.3.
Por outro lado, para cada n > 1 temos que

E(X|Y)dP = /EXIA )Xa, dP = E(X|A,)P / XdP.
An

Como os conjuntos A, sao disjuntos tem-se o resultado.

4.3 Esperanca condicional dado uma variavel
aleatéria arbitraria

Usando a igualdade da proposigao anterior podemos definir esperanca
condicional dado qualquer variavel aleatoéria.

Definigao 4.3. Seja X e Y duas variaveis aleatorias. A esperanca
condicional de X dado Y é uma funcio E(X|Y) : @ — R que
satisfaz

1. E(X|Y) é mensuravel relativamente a o(Y).
2. Para todo A € o(Y),

/AE(XY)dP—/AXdP.

Observagao 4.6. A existéncia de uma funcdo que satisfaca os requisi-
tos da defini¢ao anterior é garantida pelo Teorema de Radon-Nikodym.
De facto, supondo que X ¢é integravel, a funcio v* : o(Y) — [0, oc]

definida por
*(A) = / X*daP,
A

¢ uma medida finita no espago mensuravel (2,0(Y")). Por outro lado,
se P(A) = 0 entdo v (A) = 0, ou seja, v < P. Logo, existem fungoes
integréaveis h,g : @ — R (mensuraveis relativamente a o(Y")) tal que
para todo A € o(Y),

vT(A) = / hdP e v (A)= / gdP.
A A
Portanto, a funcao integréavel f = h — g satisfaz
/fdP:/XdP, VAeco(Y).
A A
Adicionalmente, a funcéo f é tnica P-q.c. Logo, f é a esperanca condi-

cional de X dado Y (ou se quiser, uma versao da esperanga condicional
a menos de um conjunto de medida nula).

o4



4.3.1 Probabilidade condicionada

Definigao 4.4 (Probabilidade condicionada). Seja X uma variavel
aleatoria. A funcao P(-|X) : F x Q — [0, 1] definida por

P(A[X)(w) = E(xalX)(w)

¢é designada por probabilidade condicionada de um aconteci-
mento A dado a variavel aleatéoria X.

Segue do ponto 2. da definigdo da esperanga condicional que dado
um acontecimento B € o(X) entao

/ P(A|X)dP = P(ANB).
B

4.3.2 Esperancga e probabilidade condicionada como funcgoes
de R

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias. A esperanga condicional E(X|Y) :
2 — R ¢é por defini¢ao uma fungao o (Y )-mensuravel. Logo, qualquer
que seja y € R temos que

E(X|Y)(w1) = B(X[Y)(w2), Vwi,w2 €Y (y).

Isto é, a funcdo E(X|Y) é constante nos conjuntos Y ~!(y). Por-
tanto, existe uma tnica fun¢ao g : R — R mensurével tal que E(X|Y)(w) =
goY(w), ou seja, é valido o seguinte diagrama,

0—Y-R

E(XY)L /

R

A fungao ¢ obtida é a esperanga condicional de X dado Y
vista como uma fungao de R e é usual escrever-se

9(y) = E(X]Y =y).

Analogamente, a probabilidade condicionada de um aconteci-
mento A dado Y vista como uma fungao de R é

PAlY =y) = E(xalY =vy).

Quando o vector (X, Y') é absolutamente continuo, a seguinte proposi¢ao
permite calcular F(X]Y = y) de forma explicita.
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Proposicao 4.7. Seja (X,Y) um vector aleatorio absolutamente con-
tinuo. Entao

E(X|Y =y) = /R © Fxyy (@) dm(z)

onde

 fxy(z,y)
fX|Y(:L'7y) - fy(y)

Demonstracao. Aplicando o teorema da mudanca de variavel temos
que

/ E(X|Y)dP = / E(X|Y =y)dpy(y) VBeEB.
Y-1(B) B

Por outro lado, aplicando novamente o teorema da mudanca de variavel
vem que

/ X dP = zdpxy(z,y) VBE€B.
Y-1(B) RxB
Logo, segue da definicdo de esperanga condicional que

[ B =) = [ wdoy (o).
B RxB

Como X e Y sao absolutamente continuas segue do Teorema de Fubini
que

/ E(X|Y = y) fy (y) dm(y) = / £y (@, y) dma(z, y)
B RxB

~ [ ([ ersr e dnt) ) an

Como a igualdade anterior é valida para todo o Boreliano B de R entao

BX|Y =y) = [ 2@ 40y

R fy(y)
O

Definigao 4.5. A fungao fx|y obtida na proposigao anterior é desig-
nada por fungao de densidade condicional de X dado Y.

Proposicao 4.8. Seja (X,Y) um vector aleatorio absolutamente con-
tinuo. Entao

POCUBIY =) = [ farvledm(). VBeB,
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Figure 1: Exemplo 4.10: graficos de X, Y e E(X|Y)

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Observacao 4.9. E usual escrever-se a probabilidade condicionada
de X dado Y como,

P(X € BIY =y) = P(X"'(B)]Y = y).

Exemplo 4.10. Considere-se o espago de probabilidade ([0, 1], B, m)
onde B e m sdo a o-algebra de Borel e medida de Lebesgue restritas ao
intervalo [0,1]. Sejam X,Y : [0,1] — R variaveis aleatorias definidas
por

2w se 0 <w< %

2w—1 se%<w§1 ‘

X(w)=w e Y(w):{

Note-se que X e Y sao varidveis aleatorias continuas. Iremos calcular
E(X|Y).

Em primeiro lugar determinamos o(Y). Tome-se um Boreliano
B C [0,1], entdo Y~ 1(B) = 2 U (£ + 1). Portanto,

oY)= {AU <A+ ;) A cC|o, %] é Boreliano} .

Uma vez que E(X|Y) :[0,1] — R tem de ser o(Y)-mensuravel entao
E(X|Y)"'({y}) = AU (A+ 3) para algum Boreliano 4 C [0,1/2].
Logo

B(XY)(w) = BX[V)w+3), Ywelgl. (1)

Por outro lado, pela definigao F(X|Y') tem que satisfazer a igual-
dade

/E(X|Y)dm:/de, VCeo(Y). (4.2)
C C
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Como C = AU (A + §) para algum Boreliano A C [0,1/2] podemos
reescrever o primeiro integral,

/ E(X]Y) dm:/E(X]Y) dm+ [ B(X|Y)dm
AU(A+D) A+i

/EX|Y dm+/EX|Y)

_2/EX|Y

onde a segunda igualdade é obtida através de mudanca de variavel
w — w+ 1 e tendo em conta (4.1). Analogamente, reescrevendo o
segundo integral de (4.2) obtemos,

/ wdm:/wdm—l—/ wdm
AU(A+D) A A+2
1
:/wdm+/(w+)dm
A A 2

:/A(2w—i—;)dm.

Ou seja, para todo o Boreliano A C [0, %] temos que

/AE(X|Y)dm:/A(w+1)dm

Logo E(X|Y) = w+ 1 para w € [0,1/2]. Segue de (4.1) que

w+

1
2
w — 1

B(X|Y)(w) = {

NN
Dol O

Sw
<w

IA |/\

4.4 Esperancga condicional dado uma o-algebra

E facil verificar que a esperanca condicional de X dado uma variavel
aleatéria arbitraria Y nao depende dos valores que Y pode tomar e
que depende apenas da o-algebra gerada por Y.

Proposigao 4.11. Sejam Y e Z duas varidveis aleatdrias tal que

o(Y)=o0(Z). Entao E(X|Y) = E(X|Z) P-q.c.

Demonstragao. Seja G = o(Y) = o(Z). Segue da definigdo de
esperanca condicional que

/E(X|Y)dP:/E(XyZ)dP, VAeG.
A A
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Logo, segue do Teorema 2.31 que E(X|Y) = E(X|Z) P-q.c. O

Portanto, é natural definir-se a esperanca condicional de X dado
uma o-algebra de partes de {2 contida em F. A defini¢ao que se segue
generaliza todas as anteriores.

Definigao 4.6. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, X : Q —
R uma variavel aleatoria e G C F uma o-algebra de partes de . A
esperanca condicional de X dado G é uma funcao F(X|G) : Q@ — R
que satisfaz

1. E(X|G) é mensuravel relativamente a G.

2. Para todo A € G,

/AE(X|g)dP:/AXdP.

Observagao 4.12. Analogamente ao que foi feito nas secgoes anteri-
ores, a probabilidade condicionada de um acontecimento dado
uma o-algebra G C F é a func¢ao P(:|G) : F x  — R definida por

P(A[G)(w) = E(xalg)(w)-
Exercicio 49. Mostre que se G = {0, Q} entao E(X|G) = E(X) P-q.c.

Observagao 4.13. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias. Note-se que
a esperanca condicional de X dado Y é igual & esperanca condicional
de X dado a o-algebra gerada por Y (a informacao de V), ou seja,

E(X|Y) = E(X|o(Y)).

A Definigao 4.6 permite também definir a esperanga condicional da
variavel aleatéria X dado um vector aleatorio Y = (Y3,...,Y,).
De facto, denote-se por o(Y1,...,Y,,) a o-algebra induzida pelo vector
aleatorio Y, ou seja, o(Y) = Y1(B,) onde B,, sdo os Borelianos de
R"”. Entao definimos,

B(X|Yi,...,Y,) = E(X|o(Y1,...,Y)).

Resumimos na proposicao seguinte as propriedades da esperanca
condicional. Todas as igualdades que se seguem devem ser entendidas
P-q.c.

Proposigao 4.14. Sejam X e Y waridveis aleatdrias, G, H C F o-
dlgebras de partes de ) e a, B € R. Entao

1. E(aX + pY|G) = aE(X|G) + BE(Y|G) (linearidade).
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2. E(E(X|G)) = E(X) (esperanga condicional de X tem o mesmo
valor esperado de X ).

3. Se X é G-mensurdvel entao E(X|G) = X (se conhecemos a in-

formagao de X entao a melhor aprorimagao de X é X.)

4. SeY éG-mensurdvel e XY € integravel entao E(XY|G) = YE(X|G)
(pode-se retirar para fora da esperanga condicional a informagao
que se conhece).

5. Se 0(X) € independente de G entao E(X|G) = E(X) (se G nao
fornece nenhuma informacgdao sobre X entdo o seu valor esperado
é a melhor aproxzimagao).

6. Se H C G entao E(E(X|G)|H) = E(X|H).
7. Se X >0 entao E(X|G) > 0.
Demonstracao.

1. Para todo A € G, segue da linearidade do integral de Lebesgue e
da defini¢do de esperanga condicional que

/E(aX%—ﬁYQ) dP:/aX-i—ﬁYdP
A

—aA/AXdP-l-ﬁ/A

:a/ E(X|G) dP+B/ E(Y|G)dP
A A
:/A(aE(X|Q) + BE(Y|G)) dP.

Logo, segue do Teorema 2.31 que E(aX + BY|G) = aE(X|G) +
BE(Y|G) P-q.c.

2. Basta tomar A = ) na defini¢do de esperanca condicional.

3. Se X é G-mensuravel entao, pela defini¢do, é uma versao da es-
peranca condicional de X dado G.

4. Suponha que Y = xp para algum B € G. Entao, para todo
A € G temos que

| Bwxig)ap = [ xux ap
A A

= XdpP
ANB

- E(X|G) dP
ANB

= / xBE(X|G)dP.
A
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Logo E(xX|G) = xpE(X|G). Aproximando Y por fungoes
simples e usando o teorema da convergéncia dominada obtém-se
o resultado.

. Uma vez que o(X) é independente de G entao as variaveis aleatorias
xA € X sdo independentes para todo A € G. Aplicando o Teo-
rema 3.34 segue que

[ ECxi9)dp = B(xa - X) = BQuE(Y) = [ BCx)aP.
A A

Como a igualdade anterior é valida para todo A € G temos que
E(X|G) = E(X).
. Como H C G temos que

/E(X|’H)dP:/XdP:/E(Xg)dP, VBeH.
B B B

Por outro lado, como E(X|G) ¢ uma fungao G-mensuravel, a sua
esperanca condicional dado H satisfaz,

/E(E(X|g)|’H)dP:/ E(X|G)dP, VBe#.
B B

. Seja A, = {weQ: B(X|G)(w) < —21}. Como A, € G temos
que

P(A,
og/ XdP= | E(X|G)dP < — (An)
An An n

Logo, P(A;) =0 para todo n =1,2,.... Entao

P({w € Q: E(X|G)(w) < 0}) = P({J 4n) = 0.

5 Sucessoes de variaveis aleatorias

Nesta seccao estudaremos sucessoes de variaveis aleatoérias, ou
seja, sucessoes (X1, Xo,...)onde X; : Q - R, i =1,2,... sdo variaveis
aleatorias.

Sucessoes de varidveis aleatorias sao processos estocéasticos em tempo

discreto, cuja definigdo veremos na secgao seguinte. Sao geralmente us-
ados para modelar fend6menos aleatérios que variam ao longo do tempo
e onde se podem realizar observagbes em momentos no tempo espaca-
dos entre si. Como exemplo, considere-se o lancamento de uma moeda
um nimero arbitrario de vezes ou a cotacao de um indice em bolsa
observado no final de cada dia.
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