EXERCICIOS ADICIONAIS CAPITULO 3

1. O numero de unidades de um produto procuradas diariamente por uma empresa é uma
variavel aleatéria X com fungdo probabilidade dada por:
f(x)=1/5 (x=0,1,2,3,4).
Se o produto é vendido durante o dia, proporciona um ganho de 5 euros por unidade; se o
nao é, deve ser inutilizado, o que acarreta um prejuizo de 4 euros por unidade.
a) Calcule o valor esperado e a variancia de X.
b) Qual deve ser o aprovisionamento diario de modo que o lucro esperado seja maximo?

2. Sabe-se que o primeiro e o segundo momentos em relagdo a origem da variavel aleatdria
discreta X, sdo iguais a 6 e a 62, respectivamente. Sendo Y =(X/2)+3, determine a

média, a variancia e o desvio padrdo de Y.

3. As magas sdo calibradas em trés categorias de acordo com o seu tamanho. Para que uma
maca seja considerada de determinada categoria o seu tamanho ndo se pode desviar de
um certo valor padrdo mais do que 2 unidades. Estdo a ser embaladas macas da categoria
2 e, como tal, sdo rejeitadas todas aquelas que ndo cumprem a norma. Seja X, diferenca
entre o tamanho de uma maca rejeitada e o valor padrdo, uma variavel aleatéria com
fungao de distribuicao,

0 x<—4
(16—x%)/36 —4<x<-2
F(x)={ 1/3 —2<x<2
(x> —2x+4)/12 2<x<4
1 x=>4

a) Classifique, justificando, a varidvel aleatdria X e calcule f(x).

b) Qual a percentagem de macas rejeitadas com tamanho superior ao da categoria 2?
c) Calcule a média e a mediana de X.

4. Seja X uma variavel aleatdria com funcdo densidade,
2

fx(x)z% (-1<x<5).

a) Calcule a média o desvio-padrdo de X.

b) Determine a mediana e a amplitude do intervalo interquartis.

¢) Utilizando as propriedades do valor esperado, obtenha a média e a varidncia da
varidvel aleatéria Y =5-3X .
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Seja X uma variavel aleatéria com funcdo densidade definida por,

x+2 (2<x<-1)

@O= 0 Lcr<o.

a) Obtenha a média, a mediana e a variancia de X.

b) Sendo Z =2X —2, calcule a respectiva média e varidncia.
c) Avaridvel aleatdria X tem distribuicdo simétrica?

d) Qual o coeficiente de assimetria de X?

Seja X uma variavel aleatéria com funcdo densidade tal que,

fr@=gxt (x>1/3).
a) Calcule P(X >41X >2).

b) Calcule a média e a mediana de X . Interprete.
c) Classifique a distribuicdo de X quanto a assimetria, relacionando com o resultado de
a).
Seja X uma variavel aleatéria com fungdo geradora dos momentos dada por,
2 1 5 2 4
M(s)==e'+—e” +=¢”
5 5 5

Determine a média e a variancia de X.

Seja X uma varidvel aleatdria com fungdo geradora dos momentos M, . Mostre que a
fungdo geradora dos momentosde Y = a +bX , com a e b constantes, é dada por
M, (s)=e“M , (bs).

Seja X uma variadvel aleatéria com fungao probabilidade definida por,

f(x) :%(éj (x=L23,..).

Obtenha a fungdo geradora dos momentos e utilizando-a calcule a média e a variancia de
X.

Seja X uma variadvel aleatdéria com fungao densidade definida por

X

f(x):%e 3 (x>0).

Obtenha a fung¢do geradora dos momentos e, com base nela, calcule a média e a variancia
de X.

Classifique as afirmacgdes abaixo de verdadeiras ou falsas, justificando sucintamente.

a) Seja X uma variadvel aleatéria com média u e variancia o’ eY=kX ,com k>0.
Entao Var(Y) 2> Var(X).

b) Se existir Var(X) entdo Var(X —2)=Var(2-X).

c) Se a distribuicdo de X for assimétrica positiva e tiver média u, finita, entdo
P(X<u)=1/2.
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d) Seja X uma varidvel aleatéria continua com fungdo densidade f(x).Entdo o 12 quartil

“+o0
é dado por &5 [ f(x)dx=0.75.
$0.25
e) Suponhamos que X e Y sdo variaveis aleatérias cujas fungdes geradoras dos momentos
existem e s3o iguais. Entdo pode afirmar-se que E(Xk) = E(Yk) para todo o k=1, 2,
3 ...

f) Se Y =2X entdo a fungdo geradora de Y satisfaz M y(s) = [MX (s)]z, onde M yx(s) é

a fungao geradora dos momentos de X.

A func¢3o probabilidade conjunta de (X,Y) é dada por:

+
fX,Y(x,y):% (x=1,2;y=1,2,3,4).

a) Obtenha as fung¢des probabilidade marginais de X e de Y.
b) Mostre que as varidveis ndo sdo independentes.
c) Calcule P(X >7Y).

d) Calcule P(X =2Y).
e) Obtenha as fung¢des probabilidade condicionadas.
f) Calcule as médias e as varidncias de X e de Y.

g) Determine o coeficiente de correlagdo.
h) Obtenha E(X 1Y =y).

O Jodo, para descontrair nos intervalos da sua preparacdo para os exames, costuma
realizar o seguinte jogo: efectua séries de lancamentos a um cesto de basquetebol, num
minimo de 2 langcamentos e maximo de 4, por série. Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria
bidimensional em que X é o nuimero de lancamentos realizados numa série e Y é o
nimero de langamentos acertados nessa série. A fungdo probabilidade conjunta de (X,Y)

é dada por:
y 0 1 2 3 4
X
2 0.072 0.025 0.003 0.000 0.000
3 0.362 0.162 0.025 0.001 0.000
4 0.231 0.103 0.015 0.0009 0.0001

a) Obtenha as fungGes probabilidade marginais de X e de Y e analise a independéncia das
varidveis.

b) Numa série em que o Jodo efectua dois langcamentos calcule probabilidade de ndo
acertar nenhum.

c) Calcule e interprete o significadode E(Y | X =4).

d) Qual a média e o desvio padrdo do nimero de lancamentos falhados por série.
Uma empresa possui duas fabricas A e B que produzem o mesmo artigo. Sejam X e Y as

quantidades, em toneladas, mensalmente produzidas, respectivamente, nas fabricas A e B,
com func¢des de distribuicdo marginais dadas por,
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0 x<0 0 y<0
2

FX(x)z )16_6 O<x<4 e FY(y): % 0<y<3.
1 x4 1 y=3

As quantidades produzidas pelas fabricas sdo independentes.

a) Calcule, justificando, a fungdo densidade conjunta de (X,Y).

b) Qual a percentagem de meses em que a produgdo da fabrica B é superior a de A?

¢) Qual a média e a varidncia da quantidade total desse artigo produzida mensalmente
na empresa.

A quantidade semanal de matéria-prima recebida por uma fabrica é uma varidvel aleatédria
X e a quantidade dessa mesma matéria-prima consumida semanalmente na producdo é

uma variavel aleatéria Y. Sabe-se que:
2

leX:x(y):3L3 (0<y<x) comxfixoe 0<x<1; f, (x)=5x" (0<x<]1).
X

a) Calcule a média e o desvio padrdo da quantidade recebida semanalmente.

b) Calcule E(Y | X =x) e represente graficamente. Determine e diga qual o significado
de E(Y1X =0.75).

¢) Calcule a média e a variancia da quantidade semanal de matéria-prima que fica por
consumir.

d) Calcule o coeficiente de correlagdo entre X e Y, e comente o resultado.

Uma fabrica utiliza na sua producdo uma determinada matéria prima que compra a dois
fornecedores F1 e F2. Seja (X,Y) a varidvel aleatdria que representa a quantidade (em
toneladas) dessa matéria prima fornecida mensalmente por F1 e F2, respectivamente.
Conhece-se:
9—x?
fx ()=
* 18

0O<x<3)

fY|X:x(y)=3L (I<y<4-x) (x fixo, 0<x<3).

a) Calcule a funcdo de distribuicdo marginal de X.
b) Determine E(Y | X = x). Calcule o seu valor para x =1e diga qual o seu significado.

c¢) Determine a fungdo densidade conjunta, f(x,y), e indique, sem efectuar os cdlculos,

como calcularia a percentagem de meses em que a quantidade fornecida por F1 é
superior a fornecida por F2?

Classifique as afirmacgdes abaixo de verdadeiras ou falsas, justificando sucintamente:

a) Existindo os valores esperados envolvidos, se E(XY)=E(X)E(Y) entdo X e Y sdo
independentes.

b) Existindo Var(X) e Var(Y) tem-se sempre que Var(X —Y) < Var(X)+ Var(Y).

c) Se X e Y sdo varidveis aleatodrias tais que cov(X,Y)=3, entdo X e Y ndo podem ser

independentes.

d) Se Xe Ysdoindependentes com var(X)=var(Y) = o’ ,entdo var(X +2Y) = 362,
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e) Um par de varidveis aleatdrias continuas diz-se negativamente associado se a sua
fungdo densidade conjunta, f(x,y), verifica —1< f(x,y) <0 paratodo o par (x,y).

Seja X uma variavel aleatéria em que E(X)= Var(X)=A. Considere a variavel aleatoria

Z=X,+X,, onde X, e X, sdo duas observagdes independentes de X. Calcule o

coeficiente de correlagdo entre Ze X, .

SOLUCOES

a)2,2;b)2.

6, 6.5, 2.5495.

a) v.a. continua ; fy (x)=-x/18 (H4<x<-2), fx(xX)=x-1D/6 2<x<4),
fx (x) =0 outros valores ; b) 2/3; c)29/27; 1+3 .

a) 26/7; 1.044 b) 3.9579, 1.4144; c) — 6.1429, 9.8082.

a)—1, —1,1/6;b) —4, 2/3; c) sim; d) 0.

a) 0.125; b) 0.5, 0.4200; c) assimétrica positiva.

2,0.8.

5, 20.

. M(s)=1/(1-3s) com s<1/3,3,9
.a)F;b)V;c)Vv;d)V;e)V; f)F.
ca) fy(x)=Q2x+5)/16 (x=L2); f,(y)=QR2y+3)/32 (y=1,2,3,4);

c) 3/32;d)3/32; ¢€) leyz), X)=(x+y)/2y+3)(x=1,2)e(yfixo, y=1,2,3,4);
Srix=. (V) =(x+y)/(4x+10) (y=12,3,4) e (xfixo, x=1,2).
f)1.5625, 0.2461, 2.8125, 1.1523; g) —0.0367 ;
_s+dy
342y
a) fx(2)=0.1, fx(3)=0.55, fx (3)=0.35; fy(0)=0.665, fy(1)=0.29
fr(2)=0.043, fy(3)=0.0019, fy(4)=0.0001, ndo sdo independentes ;

b) 0.72; c) 0.3889; d) 2.8679, 0.8385.
a) f(x,y)=x/24 (0<x<4,0<y<3);b)0.1875; c) 4.1667, 1.6389.

a) 5/6,0.1409; b) 3x/4, (0< x <1), 0.5625; c) 0.2083, 0.0280 ; d) 0.5423.

h) 1.6, 1.5714, 1.5556, 1.5455 ou E(X |Y = y) (y=1,2,3,4).

a) F,y(x)=0 (x<0), FX(x):(x/Z)—(x3/54) (0<x<3),Fx(x)=1(x=3);
b) 5—x)/2 (0<x<3),2.

a)F;b)F;c)V;d)F; e)F.

0.7071.



